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1 Uloha. Nech A, B, C st lubovolné mnoziny. Dokézte, ze plati

A\ (BUC) = (A\B)\C (1)
AN(BNC) = (A\B)U (A\C). (2)

Dékaz. (1): Dokazeme, Ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
Va(z € A\ (BUC) <z € (A\B)\C).
Zvolme si Tubovolny prvok x. Postupnymi tpravami dostaneme

r € A\ (BUC) < {definicia rozdielu mnozin}
r € ANz ¢ BUC < {definicia zjednotenia mnozin}
reAN-(reBVrel)s
re€ ANz ¢ BAx ¢ C < {definicia rozdielu mnozin}
r € A\ BAz ¢ C < {definicia rozdielu mnozin}
re(A\B)\C.
(2): Dokazeme, ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
Va(z € A\ (BNC) <z e (A\B)U(A\C)).
Zvolme si Tubovolny prvok x. Postupnymi tpravami dostaneme

r € A\ (BNC) < {definicia rozdielu mnozin}

r € ANz ¢ BNC < {definicia prieniku mnozin}
reAN-(xe BNz el) e

reAN(x ¢ BVzr ¢(C) &

re€ ANz ¢ BVre ANz ¢ C < {definicia rozdielu mnozin}

r€ A\ BVzxe A\ C < {definicia zjednotenia mnozin}
re(A\B)U((A\CO). O



2 Uloha. Nech A a B st podmnoziny zékladnej mnoziny U. Dokazte, ze
plati

AUB=ANB (1)
ANB=AUB. (2)

Dékaz. (1): Dokézeme, Ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
V:UEU(J: cAUB <z EZDE).
Zvolme si Tubovolny prvok x € U. Postupnymi tpravami dostaneme

r € AU B & {definicia doplnku mnoziny }
r ¢ AU B < {definicia zjednotenia mnozin }
~(r€e AVzreB) &
r ¢ ANz ¢ B < {definicia doplnku mnoziny }
r € ANz € B & {definicia prieniku mnozin}
re ANB.

(2): Dokézeme, Ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.

Ver(x ceANBw EZUE).

Zvolme si Tubovolny prvok x € U. Postupnymi tpravami dostaneme

r € AN B < {definicia doplnku mnoZiny}

r ¢ AN B < {definicia prieniku mnozin}
“(r€e ANz € B) &

r ¢ AV ¢ B < {definicia doplnku mnoziny }

r € AV z € B & {definicia zjednotenia mnozin}

r € AUB. O

3 Uloha. Nech A, B st Iubovolné mnoziny. Dokazte, Ze plati

P(A)UP(B) CP(AUB) (1)
P(ANB)=P(A)NP(B). (2)

Navod. V dokaze doporucujeme vyuzit niektortu z nasledujicich vlastnosti:

CCAVCCB—-CCAUB (3)
CCANB«+ CCAANCCB. (4)
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Dékaz. (1): Dokézeme, Ze prva mnozina je podmnozinou druhej, t. j.
¥C(C € P(A)UP(B) = C € P(AUB)).
Zvolme si Tubovolny prvok C. Postupnymi tpravami dostaneme
C € P(A) UP(B) = {definicia zjednotenia mnozin}
C € P(A) v C € P(B) = {definicia poten¢nej mnoziny}

ccavccpY
C C AU B = {definicia poten¢nej mnoziny }
C e P(AUB,).

(2): Dokézeme, Ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
¥C(C € P(AN B) + C € P(A)NP(B)).

Zvolme si Tubovolny prvok C. Postupnymi tpravami dostaneme
C € P(AN B) < {definicia poten¢énej mnoziny }

ccAauBé

C C ANC C B < {definicia poten¢nej mnoziny}

C € P(A) AC € P(B) < {definicia prieniku mnozin}

C e P(A)NP(B). O

4 TUloha. Nech RC Ax BaS C B x C. Dokézte, ze plati
(RoS)'=85"1oR™

Dokaz. Dokazeme, 7ze binarne relacie na oboch stranach rovnosti maji rov-
naké prvky, t. j.

VzeCVzeA((z,7) € (RoS) ™ ¢ (z,2) € ST o RTY).
Nech z € C'a z € A st lubovolné prvky. Postupnymi ipravami dostaneme

(z,2) € (Ro S)™! & {definicia opatnej relacie}
(x,z) € Ro S < {definicia zlozenej relacie}
HyEB((x,y) € RN (y,2) € S) &
EIyEB((y, z) € SN (x,y) € R) & {definicia opacnej relacie}
HyeB((z, y) €S A (y,2) € R’l) & {definicia zlozenej reldcie}
(z,7) € STto R7L. O



5 Uloha. Nech R C A x B, X; C Aa X, C A. Dokézte, Ze plati
R[X1 U Xs] = R[X1] U R[X4] (1)
R[X; N X3] C R[X1] N R[X5]. (2)
Dékaz. (1): Dokézeme, ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
¥yeB(y € RIX1 U Xo] ¢ y € RIX)] U R[Xa]).
Nech y € B je Iubovolny prvok. Postupnymi tpravami dostaneme
y € R[X; U X;5] < {definicia obrazu mnoziny }
HIEA(x e X1 UXo A (z,y) € R) < {definicia zjednotenia mnozin}
Jr€A((x € X1V € X) A(z,y) € R) &
erA(a:eXl y)eR)\/(xeXg/\(x,y)ER)><:>
JreA(x € X1 A (z,y) € R) VIreA(r € Xa A (2,9) € R) &

{definicia obrazu mnoziny }
y € R[X1] Vy € R[X5] < {definicia zjednotenia mnozin}
Yy < R[Xl] U R[XQ]

(2): Dokézeme, Ze prva mnozina je podmnozinou druhej, t. j.
VyeB(y € R[X1 N Xa] = y € RIX)] N R[Xo]).
Nech y € B je lubovolny prvok. Postupnymi dpravami dostaneme
y € R[X; N X5] = {definicia obrazu mnoziny }
E|:IZ‘€A<9U e XiNXoA(2,y) € R) = {definicia prieniku mnozin}
EIxEA(x eEXiNx e XoA(x,y) € R)
EI:BEA(xEXl xy)GR/\xEXg/\(x,y)eR)é
EIxGA(xEXl (x,y) ER) /\EI:CEA(:UGXQ/\(:L',y) € R) =

{definicia obrazu mnoziny }
y € R[X1] Ay € R[X5] = {definicia prieniku mnozin}
y € R[X1] N R[X3). O



6 Uloha. Nech f: A— B, X; C Aa X, C A. Dokézte, ze plati

f(X1UXy) = f(X1) U f(X2) (1)
f(XiNX,) C f(Xy)N f(Xa). (2)

Dékaz. (1): Dokézeme, ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.

WyeB(y € f(X1UXp) ¢y € f(X1) U (X)),
Nech y € B je lubovolny prvok. Postupnymi dpravami dostaneme

y € f(X1 U Xy) < {definicia obrazu mnoziny}
EIxGA(x eXiUXoNy = f(x)) < {definicia zjednotenia mnozin}
EI:EEA( reXiVaeeXo)ANy= f(x )) &
E|x€A< reXiNy= f(:zc)) v (a: EXoNy= f(m))) &
EIxEA(x eXiNy= f(x)) v HxEA(x eXo Ny = f(x)) &
{definicia obrazu mnoziny }

y € f(X1)Vy € f(X3) < {definicia zjednotenia mnozin}
y € f(X1) U f(Xa).

(2): Dokézeme, Ze prva mnozina je podmnozinou druhej, t. j.
WyeB(y € f(X1N Xa) =y € F(X1) N (X))
Nech y € B je lubovolny prvok. Postupnymi ipravami dostaneme

y € f(X1 N Xy) = {definicia obrazu mnoziny}
EIxEA(:C eXiNXo ANy = f(:r;)) = {definicia prieniku mnozin}
EIxEA(mGXl/\xEXg/\y—f( )) =
EIxGA(xEXl/\y— flx) ANz GXQ/\y:f(x)) =
EIxEA(a: eXiNy=f(z )) A EIxEA(x €EXoNy= f(:r;)) =
{definicia obrazu mnoziny }

y € f(X1) ANy € f(X2) = {definicia prieniku mnozin}
y € f(X1) N f(Xa). [



7 Uloha. Nech f: A— B, Y, C BaY,C B. Dokéite, ze plati
ffnuYe) = (1) U f(Ye) (1)
fnnYs) = 1Y) N fH(Ye). (2)
Dékaz. (1): Dokazeme, Ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
vreA(z € f(VIUY) wa € fH ) U (V).
Nech z € A je Tubovolny prvok. Postupnymi tipravami dostaneme
x € f71(Y1 UY;) & {definicia vzoru mnoziny}
f(z) € Y1 UY; < {definicia zjednotenia mnozin}
f(z) e Y1V f(x) € Ys < {definicia vzoru mnoziny }

€ f71(Y1) Va e f1(Ys){definicia zjednotenia mnozin}
ze [TV)U (V).
(2): Dokézeme, ze obidve mnoziny maju rovnaké prvky, t. j.
VreA(z € fHYiNYy) o x € FH(Y) N FH(YR)).
Nech x € A je lubovolny prvok. Postupnymi tipravami dostaneme
z € f7H(Y1NY;) & {definicia vzoru mnoziny}
f(z) € Y1 NY; & {definicia prieniku mnozin}
f(z) € Y1 A f(z) € Yy & {definicia vzoru mnoziny }

z € f'(V1) Ax € f1(Yy){definicia prieniku mnozin}
ve [T (M) N fH(Ya). O

8 Uloha. Dokézte, zeak f: A — Bag: B — C st injektivne zobrazenia,
potom aj ich kompozicia fog: A — C je tiez injektivne zobrazenie.

Dokaz. Nasim cielom je dokazat

Vo EAVTLEA (21 #£ 20 — (f 0 g)(11) # (f 0 g)(22)).

Nech z1, 29 € A st lubovolné prvky také, ze x; # x9. Z injektivnosti zobra-
zenia f plynie, ze f(x1) # f(x2). Z injektivnosti zobrazenia g dostaneme, ze
g f(x1) # g f(zg). Odtial a na zdklade definicie zlozeného zobrazenia dosta-
neme, ze plati

(fog)(@1) = g f(x1) # g f(22) = (f 0 g)(x2).

Zobrazenie f o g je teda injektivne. ]



9 Uloha. Nech f : A — B ag: B — C st zobrazenia také, Ze ich
kompozicia fog : A — C je injektivne zobrazenie. Dokézte, ze aj f je
injektivne zobrazenie.

Dokaz. Nasim cielom je dokazat

V$1€AV3:2€A($1 # 19 — f(x1) # f(xg)).

Nech z1, 29 € A st lubovolné prvky také, ze x; # x9. Z injektivnosti zobra-
zenia f o g podla definicie zloZzeného zobrazenia plynie, ze

g f(z1) = (fog)(x) # (f o g)(x2) = g f(2).

Odtial okamzite dostaneme pozadovani nerovnost f(xy) # f(x2). O

10 Uloha. Dokézte, Ze ak f : A — B a g : B — C su surjektivne zobra-
zenia, potom aj ich kompozicia fog: A — C je tiez surjektivne zobrazenie.

Dokaz. Nasim cielom je dokazat
VzeCIzeAz = (fog)(x).

Nech z € C je lubovolny prvok. Zo surjektivnosti g plynie, ze existuje y € B
také, ze z = g(y). Zo surjektivnosti f plynie, Ze existuje x € A také, ze
y = f(x). Odtial podla definicie zlozeného zobrazenia dostaneme, ze

z=g(y) =g f(x)=(fog)(z)

Zobrazenie f o g je teda surjekcia. [

11 Uloha. Nech f : A — Ba g : B — C st zobrazenia také, ze ich
kompozicia fog : A — C je surjektivne zobrazenie. Dokazte, ze aj g je
surjektivne zobrazenie.

Dokaz. Nasim cielom je dokazat
VzeCIyeB z = g(y).

Nech z € C je Iubovolny prvok. Zo surjektivnosti f o g plynie, zZe existuje
x € Ataké, ze z = (f o g)(x). Odtial pre y = f(z) € B z definicie zlozeného
zobrazenia dostaneme, ze plati

9(y) =g f(x) = (fog)(r) =2

Zobrazenie g je teda surjekcia. O]



