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Zopakovanie

Téoria pravdepodobnosti

Téoria (pocet) pravdepodobnosti je ta Cast matematiky, ktora
hlada zakonitosti, podla ktorych sa sprava nahoda.

Hromadny de;j

Hromadny dej je dej, ktory teoreticky mozeme opakovane
[ubovolnekrét realizovat pri rovhakom komplexe podmienok.

Nahodny experiment

Nahodny experiment (pokus) je realizacia hromadného deja pri
danom komplexe podmienok.

Nahodna udalost
Nahodna udalost (jav) je urcity vyrok spaty s uvazovanym
hromadnym dejom. Elementarny jav je jednotlivy vysledok pokusu.



Zopakovanie

Relativna pocetnost nahodnej udalosti
Relativna pocetnost javu je podiel tych pripadov, kedy udalost
nastala, k poctu vsetkych pokusov.

Pravdepodobnost ndhodnej udalosti

Pravdepodobnost javu je hodnota, ku ktorému sa pri
mnohonasobnej realizacii hromadného deja blizi relativna pocetnost
tejto udalosti.

UrCenie pravdepodobnosti
» Realnym experimentovanim.
» Simulovanim experimentovania na pocitaci.
» Myslienkovym experimentom.

» Vypoctom podla vzorcov.



Zopakovanie

Priestor ndhodnych udalosti
Nech Q je neprazdna kone€nd mnozina.
» Prvky mnoziny Q nazyvame elementarne udalosti (javy).
» Podmnoziny mnoziny Q nazyvame nahodné udalosti (javy).

> Konvencia: elementarny jav w € Q stotozhujeme s
jednoprvkovou udalostou {w} C Q.

Zakladne operacie na nahodnych udalostiach
> Isty jav €.
» Nemozny jav .
» Zjednotenie javov AU B.
» Prienik javov AN B.
» Doplnok javu (opaéna udalost) A.



Zopakovanie

Konecny pravdepodobnostny priestor

Nech Q je kone€na mnozina elementarnych javov a nech P je
redlna funkcia na Q taka, ze

Vw e QP(w) >0

> Plw)=1.

we
Pravdepodobnost P(A) nahodnej udalosti A C Q definujeme ako
P(A) =) P(w).
wEA

Usporiadana dvojica (€2, P) sa nazyva koneény pravdepodobnostny
priestor a funkcia P pravdepodobnostnd miera na tomto priestore.



Zopakovanie

Klasicky pravdepodobnostny priestor

Nech (€, P) je koneény pravdepodobnostny priestor s uniformnym
rozdelenim pravdepodobnosti:

1
Vw e QP(w) = —.
jol
Elementarne udalosti maja rovnakia pravdepodobnost.

Veta
Pre kazdy jav A klasického pravdepodobnostného priestoru (€2, P)
plati vztah

P(A) = L.



Zopakovanie

Veta
Nech (€2, P) je koneény pravdepodobnostny priestor. Potom pre
kazda nahodni udalost A C Q a B C Q plati:

P(@)=0AP(Q)=1
AC B — P(A) < P(B)
0<PA)<1
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
P(A) =1 — P(A).

Désledok

Ak A a B sa disjunktné (navzajom vyluéné) javy, potom

P(AuU B) = P(A)+ P(B).



Zopakovanie
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Podmienené pravdepodobnost

Definicia a zadkladné vlastnosti

Definicia podmienenej pravdepodobnosti

Nech A a B si nahodné udalosti také, ze P(A) > 0. Potom

hodnotu
P(ANB)

P(A)

nazyvame pravdepodobnost javu B za podmienky A.

P(B|A)=

Zdbvodenie
Oznacenie

n = pocet vsetkych pokusov,
nc = pocet vietkych pripadov, ked nastal jav C,
ne

— = p = relativna pocetnost javu C kolise okolo hodnoty p.
n



Podmienené pravdepodobnost

Definicia a zadkladné vlastnosti

Cize
MANE ~ p(B|A) 4B & pAn B)
na n
Odtial
nanB
nanB _ n_ P(A N B)
na n_A P(A)



Podmienené pravdepodobnost

Definicia a zadkladné vlastnosti

Zakladna vlastnost podmienenej pravdepodobnosti

Nech (€2, P) je pravdepodobnostny priestor. Nech dalej A C Q je
nadhodna udalost taka, ze P(A) > 0. Polozme

Pa(B) = P(B | A).

Potom aj (€2, Pa) je pravdepodobnostny priestor.

Dékaz
Prva vlastnost pravdepodobnostnej miery:
P(AN B)
Pa(B)=P(B|A)=——-—-~>0.

Druha vlastnost pravdepodobnostnej miery:

P(ANQ) _ P(A)

P(A) P(A) "

S Paw) = Pa(@) = P(Q | A) =

weN



Podmienené pravdepodobnost

Definicia a zadkladné vlastnosti

Veta o nasobeni pravdepodobnosti
Nech A a B si ndhodné udalosti také, ze P(A) > 0. Potom plati

P(AN B) = P(A)P(B | A). (1)
Veta
Nech A a B si nadhodné udalosti také, ze P(A) >0 a P(B) > 0.

Potom plati

P(B)P(A| B) = P(A)P(B | A).

Dékaz

P(B)P(A| BYY P(BnA) = P(An B) Y P(A)P(B | A).



Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Priklad

V urne mame 6 bielych a 4 Cierne guldcky:
ON HONON N NONON RO

Nahodne tahame dvakrat za sebou jednu guldcku (bez vratenia).
Aka je pravdepodobnost, ze

> obe vytiahnuté gul6¢ky sa biele? Oznacenie (O, O).
» prva vytiahnutd guldcka je biela a druha cCierna? (O, ®).
» prva vytiahnutd guldcka je Cierna a druha biela? (®,O).
» obe vytiahnuté guldcky sa Cierne? (@, ®).
Co je pravdepodobnejsie:
> to, ze vytiahneme rovnako farebné gulécky, alebo to, ze
vytiahneme réznofarebné guldcky?



Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Oznacenie nahodnych javov
» O = {(0,0), (0, ®)} = prva vytiahnuta gulécka je biela.
» O, = {(0,0),(®,0)} = druha vytiahnuta guldcka je biela.
> @, = {(®,0) (® @)} = prva vytiahnuta gul6ka je Cierna.
> @, ={(0,0),(e,

® ®)} — druha vytiahnuta guldcka je Cierna.

)

Aka je pravdepodobnost, ze
» O,.nO, = {(0,0)} = obe vytiahnuté guldcky sa biele?
> O, @, = {(0, ®)} = prva vytiahnuta gulcka je biela a
druha Cierna?
>» @10, = {(®,0)} = prva vytiahnuta gul6cka je Cierna a
druha biela?
> @ @, = {(® @)} = obe vytiahnuté gulocky si Cierne?



Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Vypocet pravdepodobnosti
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Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Stromovy diagram pokusu

5/9

sl

S|+



Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Na tato otazku sme zabudli!
Co je pravdepodobnejsie:
> to, ze vytiahneme rovnako farebné gulécky, alebo to, ze
vytiahneme réznofarebné guldcky?



Podmienené pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulocok za sebou bez vratenia

Stromovy diagram pokusu

5/9
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Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Pomocné pojmy
Javy systému udalosti Hy, Hs. ..., H, st po dvoch vyluc¢né, ak

H; N H_,‘ = @, pre kazdé i # j.

Zjednotenie konetného systému udalosti Hy, Ho. ..., Hy:
n
JHi=HiUHU--- UH,.
i=1

Uplny systém udalosti
Nahodné udalosti Hy, H,. ..., H, tvoria Gplny systém udalosti (javu
Q), ak udalosti systému sa po dvoch vylucné a sicasne plati






Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulééok za sebou bez vratenia
V urne mame 6 bielych a 4 Cierne guld¢ky:

Ol NONON N NONON NO)

Nahodne tahame dvakrat za sebou jednu guldcku (bez vratenia).

Mnozina vietkych elementarnych javov
Ista udalost €2 pozostdva z tychto styroch elementarnych javov:
» (O,0) = obe vytiahnuté gul6cky st biele,

O, ®) = prva vytiahnuta gul6cka je biela a druha cierna,

vwvyy

(0, )
(®,0) = prva vytiahnuta gul6cka je Cierna a druha biela,
(®,®) = obe vytiahnuté gul6cky sa Cierne.



Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost
Oznacenie nahodnych javov
» O = {(0,0),(0, ®)} = prva vytiahnuta gul6cka je biela.
» O, = {(0,0),(®,0)} = druha vytiahnuts guldcka je biela.
K = {(®,0),(®,®)} = prva vytiahnuta guldcka je Cierna.
> @, = {(0,0) (® @)} = druha vytiahnuta gul6cka je Cierna.

Uplny systém udalosti
Nahodné udalosti Ol,.l tvoria aplny systém udalosti:

Olﬁ.lz(b OlU.1:Q
Nahodné udalosti Oz,.z tvoria aplny systém udalosti:

O2ﬁ.2:® OzU.ZZQ



Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Veta o aplnej pravdepodobnosti

Nech Hyi, H>. ..., H, je Gplny systém ndhodnych udalosti s
nenulovou pravdepodobnostou. Potom pre kazdy ndhodny jav A

plati rovnost
Z P(H)P(A| H;).



Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Dékaz
Nahodné javy systému udalosti

HHNAHNA,...,H,NA

st po dvoch vyluéné a sacasne plati

n

A=J(HinA).

i=1

Ako désledok pravidla sactu a z vyjadrenia prieniku javov pomocou
podmienenej pravdepodobnosti dostaneme

P(A)ZZH:P(HiﬂA)Zzn:P(Hi)P(MHi)'



Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Tahanie dvoch gulééok za sebou bez vratenia
Aka je pravdepodobnost, ze

» druhd vytiahnuta guldcka je biela?
Riesenie

Podla vzorca vo vete o Gplnej pravdepodobnosti dostaneme

P(O:) =P(O1) P(C1 |Oy) + P (@) P(O, | @) =
6 5 4 6 5 4

?X%WW%:E+E:

=5-10-"(©).



Podmienené pravdepodobnost
Uplna pravdepodobnost

Stromovy diagram pokusu




Podmienené pravdepodobnost

Bayesova veta

Bayesova veta
Nech P(A) > 0 a P(B) > 0. Potom plati

P(A)P(B | A)

PA|B) = —=p 5

Dékaz
Tvrdenie plynie z identity

P(B)P(A| B) = P(A)P(B | A).



Podmienené pravdepodobnost

Bayesova veta

Désledok

Nech Hyi, H>. ..., H, je Gplny systém nahodnych udalosti s
nenulovou pravdepodobnostou. Potom pre kazdy nahodny jav B s
nenulovou pravdepodobnostou a kazdé Cislo i = 1,..., n plati vztah

P(H;)P(B | H;)

ZP B|H).

P(H; | B) = —

Dékaz

Tvrdenie plynie z Beyesovej vety a z vety o aplnej pravdepodobnosti
P(H)P(B | H) _ P(H)P(B| H)

P8 Zn:P(Hi)P(B | Hi)'

P(H; | B) =



Podmienené pravdepodobnost
Bayesova veta

Tahanie dvoch gulécok za sebou bez vratenia
Aka je pravdepodobnost, ze

» prva vytiahnuta guldcka je Cierna, ked vieme, ze druhd
vytiahnutd gulécka je biela?

RiesSenie
Podla vzorca v désledku Bayesovej vety dostaneme

(®)5(0:[®)

Q)

P(®0,) =



Podmienené pravdepodobnost

Bayesova veta

Stromovy diagram pokusu




Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Formulacia problému
Populaciu testujeme diagnostickym testom na pritomnost
ochorenia.

Senzitivita a Specificita
» Senzitivita je definovana ako pravdepodobnost, Ze test bude
pozitivny u chorého subjektu.

> Specificita je definovana ako pravdepodobnost, ze test bude
negativny u subjektu, ktory nema dané ochorenie.

Pozitivna a negativna prediktivna hodnota
» Pozitivna prediktivna hodnota (PPV) je pravdepodobnost, ze
pacient s pozitivnym testom je naozaj chory?

» Negativna prediktivna hodnota (NPV) je pravdepodobnost, ze
pacient s negativnym testom je naozaj zdravy?



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Prezentovanie vysledkov diagnostického testu

Chory

Zdravy

Pozitivny vysledok
testu

Pravdivo pozitivny
(TP)

Falosne pozitivny
(FP)

Negativny vysledok

Falosne negativny

Pravdivo negativny

testu (FN) (TN)
TP TP
—_— = itivit ~ PPV
TP T FN Senzitivita TP FP
TN TN
— 0~ ificit NPV
TN L FP gpeu icita TN+ FN




Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Priklad

Firma SlovMed s.r.o. vyvinula antigénovy test na diagnostikovanie
ochorenia COVID-19. Test ma senzitivitu 70% a 3pecificitu 99%.

Vyskyt tohto druhu ochorenia (prevalencia ochorenia) v populacii
sa odhaduje na 2%.

Oznacenie nahodnych javov
» C = pacient ma chorobu.
» 7 = pacient nema chorobu.
> + = test je pozitivny.
> — = test je negativny.



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Stromovy diagram diagnostického testu

2% x 70% = 1,4%



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Uloha
Urcite pozitivnu prediktivna hodnotu testu — aka je
pravdepodobnost, Ze pacient s pozitivnym testom je naozaj chory?

RieSenie
Podla vzorca v désledku Bayesovej vety dostaneme
P(C|+) =
P(C)P(+|C)
PO P(+[C) +P2)P(+]2)

1.4% 1.4%
’ = ~ 58.8%.
1,4% + 0,98% 2,38% 8%




Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Stromovy diagram diagnostického testu

2% x 70% = 1,4%



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Uloha
Urcite negativnu prediktivnu hodnotu testu — aka je
pravdepodobnost, ze pacient s negativnym testom je naozaj zdravy?

RieSenie
Podla vzorca v désledku Bayesovej vety dostaneme

P(Z|-)=
P(2)P(-|2) -
P(2)P(=|2) + P(C)P(- | C)
97.02%  _ 97.02% _ o0 00

97,02% + 0,6%  97,62%



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Stromovy diagram diagnostického testu

2% x 70% = 1,4%



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Myslienkovy experiment pre idealny pripad

Predstavme si, ze otestujeme 1000 [udi. Predpokladajme, ze
relativne pocCetnosti elementarnych javov pre toto meranie
odpovedaji ich pravdepodobnostiam. Vypocitajte hodnoty TP, FP,
TN a FN.



Podmienené pravdepodobnost

Diagnostikovanie chorob v medicine

Stromovy diagram diagnostického testu

2% x 70% = 1,4%



Podmienené pravdepodobnost

Postupné nasobenie pravdepododobnosti

Zopakovanie
Nech A a B st ndhodné udalosti. Potom plati

P(ANB) = P(A)P(B|A),  ak P(A)>0.

Veta
Nech Aj,..., A, st ndhodné javy také, ze
P(AiN...NA,_1) > 0.
Potom plati
P(AiN---NA,) =

P(A1)P(A2 | AL)P(As | AtNAz)--- P(As [ AL+ N Ap_1).



Podmienené pravdepodobnost

Postupné nasobenie pravdepododobnosti

Doékaz pre n = 4
Postupnymi Gpravami dostaneme

P(AlﬂAgﬂA3ﬂA4) =
P(AlﬂAgﬂA3)P(A4 ‘ Aq ﬂAQﬂA3) =
P(Al ﬂAQ)P(A3 | Ay ﬂA2)P(A4 ‘ A1 N A ﬂA3) =

P(A1)P(Az | A1)P(Az | AL N A2)P(As | AL N AN As).



Podmienené pravdepodobnost

Narodeninovy problém

Uloha

Urcte, aka je pravdepodobnost najdenia dvojice majicej rovnaky
den narodenin (den a mesiac) v skupine udi, ktora ma ten isty
pocet ako je na prednaske.

Pokyny

Vasu odpoved zaradte do jedného z nasledujicich odhadov:
» velmi pravdepodobné 90% — 100%,

pravdepodobné 60% — 90%,

nahodné 40% — 60%,

nepravdepodobné 10% — 40%,

>
>
>
» velmi nepravdepodobné 0% — 10%.






Podmienené pravdepodobnost

Narodeninovy problém

Priklad
Urcte minimalny pocet ludi, v ktorej je aspon 50% pravdepodobnost
najdenia dvojice s rovnakym diiom narodenia (deii a mesiac).

Riesenie
» Zakladny sabor je usporiadany (napr. podla abecedy).
» Ignorujeme prestupné roky. Kalendarny rok ma tak 365 dni.

» Predpokladdme rovnomerné rozdelenie narodenin pocas roka.

Spocitame pravdepodobnost komplementarneho problému
zobecneného do tejto formy:
» Aka je pravdepodobnost, ze v nahodne vybratej skupine n ludi
ma kazdy z nich narodeniny v iny den?
Oznacme hl'adana pravdepodobnost ako P(n). Hladdme minimalne
n také, ze P(n) =1 — P(n) > 50%



Podmienené pravdepodobnost

Narodeninovy problém

Uvazujeme tieto ndhodné udalosti pre vyber n osob:

» A; = ,i-td osoba ma narodeniny v inom dni ako tie pred nou“.
Lahko sa ukaze, ze plati rovnost

ﬁ(n) = P(AlﬂAzﬂAg}ﬂ'”mAn) =

P(A1)P(A2 | A1)P(As|A1 N Ag) - P(Ap | At - NA,-1) =

365 364 363 365 —n+1
—— X —— X —— X X ———————,
365 365 365 365
Riesenie nasho povodného V nahodne vybratej skupine
problému ziskame z tabulky: 23 l'udi je aspon 50%
n | P(n)=1—P(n) pravdepodobnost najdenia
21 | 0.444 = 44 4% dvojice s rovnakym dhom
22 | 0,476 = 47,6% narodenia.

23 | 0,507 =50,7%
24| 0,538 =53,8%
25| 0,569 = 56,9%




Nezavislost udalosti

Definicia a zadkladné vlastnosti

Nezavislé nahodné udalosti
Hovorime, ze dva nahodné javy A a B si (vzdjomne) nezavislé, ak

P(AN B) = P(A)P(B).

V opacnom pripade hovorime, Ze javy A a B si zavislé.

Veta
Nech P(A) > 0. Nadhodné javy A a B si nezavislé prave vtedy, ked

P(B | A) = P(B).

Dékaz

Plynie priamo z definicie podmienenej pravdepodobnosti:

P(AN B)

P(B | A)= 5



Nezavislost udalosti

Definicia a zadkladné vlastnosti

Priklad

Opakovane hddzeme jednou mincou dva razy za sebou
nahodnych udalosti (i = 1, 2):
» H; = ,hlava padne v i-tom hode".

. Oznacenie

» Z; = ,znak padne v i-tom hode".

Potom plati:
» H; a H, s nezavislé ndhodné javy, pretoze

1
P(Hy | H1) = P(Hy) = 5>
> Hy a Z; st zavislé nahodné javy, pretoze

P(Hi N Z)) = 0% % _ % < % — P(H)P(Z1).



Nezavislost udalosti

Postupnost nezavislych pokusov

Veta (Bernoulli)

Nech pravdepodobnost nahodnej udalosti A je v kazdom
jednotlivom pokuse ta istd a rovnd p. Potom pravdepodobnost
k-nasobného vyskytu javu A v n nezavislych pokusoch je rovna Cislu

N\ ki \n—k
<k>p (1-p)" "
Dokaz

[lustrovany na nasledujicom priklade.






Nezavislost udalosti

Tahanie piatich gulécok za sebou s vratenim

Priklad

V urne mame 6 bielych a 4 Cierne guldcky:
ON HONON N NONON RO

N&hodne tahame patkrat za sebou jednu gul6cku tak, ze po
kazdom tahu vytiahnuta gul6¢ku vratime naspat do urny.



Nezavislost udalosti
Tahanie piatich gulécok za sebou s vrétergys

Stromovy diagram @/cgkus O
2/5
3/5

3/5
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Nezavislost udalosti

Tahanie piatich gulécok za sebou s vratenim

Uloha
Aka je pravdepodobnost, ze

» prvé, druha a Stvrtd vytiahnutd gul6cka je biela, zvysné Cierne.
Riesenie
Postupnymi Gpravami dostaneme

P(Ql szm.ng4m.5) _
P(Or) x P(CL[C1) x P( @50 nO;) x

P(Q;\Ol mOm.g,) X P<.5|Ol nO, NG, mO4) =
P(Or) x P(O;) x P(@5) x P(O4) x P(@) =

3 2 3 2 3\3 /2)?
X=—X=-X=-X=-=1|= -] .
55 5 5 5 5

o1l W



Nezavislost udalosti

Tahanie piatich gulécok za sebou s vratenim

Stromovy diagram pokus
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Nezavislost udalosti

Tahanie piatich gulécok za sebou s vratenim

Uloha
Aka je pravdepodobnost, ze

» biela gul6cka je vytiahnuta prave trikrat.

Riesenie



Nezavislost udalosti

Tahanie piatich gulécok za sebou s vratenim

Stromovy diagram pokus
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Zaver

Organizacia predmetu

» 5. doméca aloha
» Opravovanie zatial neskonéilo.

» O jeho skonceni budete informovani.
> Az potom mozete reklamovat hodnotenie u svojho cviCiaceho.

» Nahradny termin z 2. semestralneho testu

» Dnes o 14.15, m. M-X.
» Tyka sa to len tych Studentov, ktori nemohli prist na riadny
termin zo zavaznych dévodov (napr. pre chorobu).

» Konzultacie

» Dnes o 15.00, m. M-X.

» V piatok 0 12.00, m. I-16 alebo online.
» Priebezné semestralne hodnotenie

> Menej ako 75 bodov zo semestra znamena automaticky (t. j.
bez zaverecnej skasky) celkové hodnotenie Fx.

» Hodnotenie uzatvara kazdy cviiaci sam.

» Treba ho uzavriet do 8. januara.
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> Zapis na skasku
» Poziadavka: splnené priebezné semestralne hodnotenie.
» Kedy? Po skonceni dnesnej prednasky.
» Dokedy? Do 8. januara.
» Terminy skasok
> Kazdy utorok od 9. januara.
> Prvé Styri terminy si riadne, zvySné opravné.
» Prineste si ITIC preukaz.
» Pisomna Cast skisky
» Zacina 0 9.00 v poslucharni A. Trva 2 hodiny Cistého Casu.
> Na jej Gspesné absolvovanie je potrebné ziskat aspon 75 bodov.
» Ustna Cast skasky
> V ten isty deil poobede. Ucast je povinna.
» Teoretickd otazka pre potvrdenie hodnoteni A a B.
» Konzulticie pocas skusobného obdobia

» Kazdy pondelok, ktory je pred skasobnym terminom.
» Informéacie o konzultaciach st priebezne aktualizované.
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Otazky
» Ak mate otazku, tak zdvihnite ruku.






Koniec prednasky
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