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Zobrazenia

Úvod

Neformálna de�ní
ia

Zobrazením f mnoºiny A do mnoºiny B rozumieme predpis, ktorý

kaºdému prvku x z A priradí jednozna£ne nejaký prvok y z B .

◮
Prvok y sa nazýva hodnota zobrazenia f v prvku x a zapisuje

sa f (x).

◮
To, ºe f je zobrazenie mnoºiny A do mnoºiny B zapisujeme

stru£ne takto f : A → B .

◮
Mnoºina A sa nazýva obor zobrazenia f a mnoºina B koobor

zobrazenia f .





Zobrazenia

Úvod

�tvore
 £ísla ako funk
ia

Ne
h A = {1, 2, 3} a B = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Predpisom

∀x ∈ A∀y ∈ B
(
f (x) = y ↔ y = x2

)

je de�novaná funk
ia

f : A → B .

Alternatívny zápis (expli
itná de�ní
ia)

∀x ∈ A f (x) = x2.

V poslednom prípade sa £asto pouºíva Chur
hova λ-notá
ia

λx .x2

pre ozna£enie zobrazenia f .





Zobrazenia

Úvod

Ozna£enie

◮ R je mnoºina reálny
h £ísel.

◮ R
0+ je mnoºina nezáporný
h reálny
h £ísel:

R
0+ = {x ∈ R | x ≥ 0}.

Odmo
nina ako reálna funk
ia

Zápis

√
x ozna£uje druhú odmo
ninu reálneho £ísla x .
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Zobrazenia

Úvod

Odmo
nina ako reálna funk
ia

Zápis

√
x ozna£uje druhú odmo
ninu reálneho £ísla x . Je to funk
ia

λx .
√
x : R → R

de�novaná predpisom

∀x∈R∀y∈R
(√

x = y ↔ y2 = x
)
.

Existen£ná podmienka de�ní
ie:

∀x∈R∃y∈R y2 = x .

Podmienka jednozna£nosti de�ní
ie:

∀x∈R∀y
1

∈R∀y
2

∈R
(
y2
1

= x ∧ y2
2

= x → y
1

= y
2

)
.
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Zobrazenia

Úvod

Odmo
nina ako reálna funk
ia

Zápis

√
x ozna£uje druhú odmo
ninu reálneho £ísla x . Je to funk
ia

λx .
√
x : R

0+ → R

de�novaná predpisom

∀x∈R
0+∀y∈R

(√
x = y ↔ y2 = x

)
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Existen£ná podmienka de�ní
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∀x∈R
0+∃y∈R y2 = x .

Podmienka jednozna£nosti de�ní
ie:

∀x∈R
0+∀y1∈R∀y2∈R

(
y2
1

= x ∧ y2
2

= x → y
1

= y
2

)
.



Zobrazenia

Úvod

Ozna£enie
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Zobrazenia

Úvod

Odmo
nina ako reálna funk
ia

Zápis

√
x ozna£uje druhú odmo
ninu reálneho £ísla x . Je to funk
ia

λx .
√
x : R

0+ → R
0+

de�novaná predpisom

∀x∈R
0+∀y∈R0+

(√
x = y ↔ y2 = x

)
.

Existen£ná podmienka de�ní
ie:

∀x∈R
0+∃y∈R0+ y2 = x .

Podmienka jednozna£nosti de�ní
ie:

∀x∈R
0+∀y1∈R0+∀y2∈R0+

(
y2
1

= x ∧ y2
2

= x → y
1

= y
2

)
.



Zobrazenia

Základné pojmy

De�ní
ia

◮
Binárna relá
ia f ⊆ A× B sa nazýva zobrazenie mnoºiny A do

mnoºiny B , ak f je v²ade de�novaná a jednozna£ná relá
ia:

∀x∈A∃y∈B (x , y) ∈ f

∀x∈A∀y
1

∈B∀y
2

∈B
(
(x , y

1

) ∈ f ∧ (x , y
2

) ∈ f → y
1

= y
2

)
.

◮
Skuto£nos´, ºe f je zobrazenie mnoºiny A do mnoºiny B

zapisujeme symboli
ky takto f : A → B .

◮
Mnoºina A sa nazýva obor zobrazenia f a mnoºina B koobor

zobrazenia f .

◮
Ak A = B , tak hovoríme o zobrazení na mnoºine A.

◮
Ak koobor zobrazenia je £íselná mnoºina, tak zobrazenie sa sa

£asto nazýva funk
ia.



Zobrazenia

Základné pojmy

Poznámka

Zobrazením sa niekedy rozumie usporiadaná troji
a f = (A,G ,B),
kde G je jednozna£ná a v²ade de�novaná relá
ia z mnoºiny A do

mnoºiny B . Binárna relá
ia G sa vtedy nazýva graf zobrazenia f .

Notá
ia

◮
Ak (x , y) ∈ f pre f : A → B , potom pí²eme f (x) namiesto y .

Prvok y sa nazýva hodnota zobrazenia f pre prvok x . �iºe

∀x∈A∀y∈B
(
f (x) = y ↔ (x , y) ∈ f

)
.

◮
Ak f : A

1

× · · · × An → B , potom apliká
iu f
(
(a

1

, . . . , an)
)

zapisujeme stru£ne takto f (a
1

, . . . , an).

◮
Ak f : An → A, tak hovoríme o n-árnej operá
ii na A.



Zobrazenia

Základné pojmy

Obory zobrazenia

◮
De�ni£ný obor zobrazenia

D(f ) = {x ∈ A | ∃y∈B f (x) = y} = A.

◮
Obor hodn�t zobrazenia

H(f ) = {y ∈ B | ∃x∈A f (x) = y}.

Rovnos´ zobrazení

Pre zobrazenia mnoºiny A do mnoºiny B má axióma extenzionalita

tento tvar. Ak f : A → B a g : A → B , potom

f = g ↔ ∀x∈A f (x) = g(x).



Zobrazenia

Základné pojmy

Veta

Po£et zobrazení m-prvkovej mnoºiny do n-prvkovej mnoºiny je

rovný £íslu

nm =

m-£inite©ov

︷ ︸︸ ︷
n · n · · · · · n .

D�kaz

H©adaný po£et je rovný po£tu variá
ií s opakovaním m prvkov z n

druhov.



Zobrazenia

De�ni£né prin
ípy pre zobrazenia

Kontextuálna de�ní
ia zobrazenia

Ne
h ϕ[x , y ] je výroková forma v uvedený
h premenný
h z

de�ni£ným oborom obsahujú
im A× B . Ne
h ¤alej pre výrokovú

formu ϕ[x , y ] platí existen£ná podmienka

∀x∈A∃y∈B ϕ[x , y ]

a podmienka jednozna£nosti

∀x∈A∀y
1

∈B∀y
2

∈B
(
ϕ[x , y

1

] ∧ ϕ[x , y
2

] → y
1

= y
2

)
.

Potom existuje práve jediné zobrazenie f : A → B také, ºe

∀x∈A∀y∈B
(
f (x) = y ↔ ϕ[x , y ]

)
.



Zobrazenia

De�ni£né prin
ípy pre zobrazenia

D�kaz

Sta£í poloºi´

f =
{
(x , y) ∈ A× B

∣
∣ ϕ[x , y ]

}
.

V²ade de�novate©nos´ a jednozna£nos´ tejto relá
ie plynie z

platnosti existen£nej podmienky a podmienky jednozna£nosti

výrokovej formy ϕ[x , y ].

Notá
ia

Konjunk
iu existen£nej podmienky a podmienky jednozna£nosti

budeme skrátene zapisova´ takto:

∀x∈A∃
1

y∈B ϕ[x , y ].



Zobrazenia

De�ni£né prin
ípy pre zobrazenia

Impli
itná de�ní
ia zobrazenia

Kontextuálna de�ní
ia

∀x∈A∀y∈B
(
f (x) = y ↔ ϕ[x , y ]

)
.

sa £asto zapisuje v tomto ekvivalentnom tvare:

∀x∈Aϕ[x , f (x)].

Vtedy hovoríme o impli
itnej de�ní
ii zobrazenia f : A → B .



Zobrazenia

De�ni£né prin
ípy pre zobrazenia

Expli
itná de�ní
ia zobrazenia

Kontextuálna de�ní
ia

∀x∈A∀y∈B
(
f (x) = y ↔ y = τ [x ]

)

je ekvivalentná tejto rovnosti:

∀x∈A f (x) = τ [x ].

Tu hovoríme o expli
itnej de�ní
ii zobrazenia f : A → B . V takom

prípade sa £asto pouºíva Chur
hova λ-notá
ia λx .τ pre ozna£enie

zobrazenia f .



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Odmo
nina

Zápis

√
x ozna£uje druhú odmo
ninu nezáporného reálneho £ísla x .

Je to zobrazenie (funk
ia) na mnoºine nezáporný
h reálny
h £ísel

R
0+ = {x ∈ R | x ≥ 0}.

Funk
ia

λx .
√
x : R

0+ → R
0+

je de�novaná predpisom

∀x∈R
0+∀y∈R0+

(√
x = y ↔ y2 = x

)
.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Korektnos´ de�ní
ie

◮
Podmienka jednozna£nosti plynie z tejto vlastnosti:

∀y
1

∈R
0+∀y2∈R0+(y1 < y

2

→ y2
1

< y2
2

).

◮
Existen£ná podmienka plynie z tejto vlastnosti:

kaºdá zhora ohrani£ená neprázdna uzavretá podmnoºina

mnoºiny reálny
h £ísel má najvä£²í prvok (maximum).

Ne
h x je ©ubovolné nezáporné reálne £íslo. Potom predpis

y = max{y ∈ R
0+ | y2 ≤ x}

je korektnou de�ní
iou prirodzeného £ísla y (pre£o?). Odtia©

y2 = x .



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Dolná 
elá £as´ reálneho £ísla

Zápis ⌊x⌋ ozna£uje dolnú 
elú £as´ reálneho £ísla x . Je to funk
ia

λx .⌊x⌋ : R → Z

de�novaná predpisom

∀x∈R∀n∈Z
(
⌊x⌋ = n ↔ n ≤ x < n + 1

)
.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Korektnos´ de�ní
ie

◮
Podmienka jednozna£nosti plynie z tejto vlastnosti 
elý
h £ísel:

m < n → m < m + 1 ≤ n < n + 1.

◮
Existen£ná podmienka je d�sledok tejto vlastnosti 
elý
h £ísel:

kaºdá zhora ohrani£ená neprázdna podmnoºina mnoºiny


elý
h £ísel má najvä£²í prvok (maximum).

Skuto£ne, ne
h x je ©ubovolné reálne £íslo. Potom predpis

n = max{n ∈ Z | n ≤ x}

je korektnou de�ní
iou 
elého £ísla n (pre£o?). Odtia©

n ≤ x < n + 1.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Horná 
elá £as´ reálneho £ísla

Zápis ⌈x⌉ ozna£uje hornú 
elú £as´ reálneho £ísla x . Je to funk
ia

λx .⌈x⌉ : R → Z

de�novaná predpisom

∀x∈R∀n∈Z
(
⌈x⌉ = n ↔ n − 1 < x ≤ n

)
.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Korektnos´ de�ní
ie

◮
Podmienka jednozna£nosti plynie z tejto vlastnosti 
elý
h £ísel:

m < n → m − 1 < m ≤ n − 1 < n.

◮
Existen£ná podmienka je d�sledok tejto vlastnosti 
elý
h £ísel:

kaºdá zdola ohrani£ená neprázdna podmnoºina mnoºiny


elý
h £ísel má najvä£²í prvok (minimum).

Skuto£ne, ne
h x je ©ubovolné reálne £íslo. Potom predpis

n = min{n ∈ Z | x ≤ n}

je korektnou de�ní
iou 
elého £ísla n (pre£o?). Odtia©

n − 1 ≤ x < n.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Celo£íselná odmo
nina

Zápis

⌊√
x
⌋
ozna£uje 
elo£íselnú (druhú) odmo
ninu prirodzeného

£ísla x . Je to funk
ia na mnoºine prirodzený
h £ísel N. Funk
ia

λx .
⌊√

x
⌋
: N→ N

je de�novaná predpisom:

∀x∈N∀y∈N
(⌊√

x
⌋
= y ↔ y2 ≤ x < (y + 1)2

)
.



Zobrazenia

Príklady zobrazení

Korektnos´ de�ní
ie

◮
Podmienka jednozna£nosti plynie z tejto vlastnosti:

∀y
1

∈N∀y
2

∈N
(
y
1

< y
2

→ y2
1

< (y
1

+ 1)2 ≤ y2
2

< (y
2

+ 1)2
)
.

◮
Existen£ná podmienka plynie z tejto vlastnosti:

kaºdá zhora ohrani£ená neprázdna podmnoºina mnoºiny

prirodzený
h £ísel má najvä£²í prvok (maximum).

Skuto£ne, ne
h x je ©ubovolné prirodzené £íslo. Potom predpis

y = max{y ∈ N | y2 ≤ x}

je korektnou de�ní
iou prirodzeného £ísla y (pre£o?). Odtia©

y2 ≤ x < (y + 1)2.



Zobrazenia

Obraz a vzor mnoºiny v zobrazení

De�ní
ia

Ne
h f : A → B , X ⊆ A a Y ⊆ B .

◮
Mnoºinu f (X ) v²etký
h tý
h prvkov y ∈ B , pre ktoré existuje

x ∈ X také, ºe f (x) = y , nazývame obrazom mnoºiny X v

zobrazení f :

f (X ) =
{
y ∈ B

∣
∣ ∃x∈A

(
x ∈ X ∧ f (x) = y

)}
.

◮
Mnoºinu f −1(Y ) v²etký
h tý
h prvkov x ∈ A taký
h, ºe

f (x) ∈ Y , nazývame vzorom mnoºiny Y v zobrazení f :

f −1(Y ) = {x ∈ A | ∃y∈B(y ∈ Y ∧ f (x) = y)}
= {x ∈ A | f (x) ∈ Y }.





Zobrazenia

Obraz a vzor mnoºiny v zobrazení

Príklad

Uvaºujme zobrazenie f popísané diagramom:

1

2

3

4

5

6

7

8



Obrazy niektorý
h mnoºín v zobrazeni f :

f (∅) = ∅
f ({1}) = {5}

f ({1, 2}) = {5, 7}
f ({1, 2, 3}) = {5, 7, 8}

f ({1, 2, 3, 4}) = {5, 7, 8}.

Vzory niektorý
h mnoºín v zobrazeni f :

f −1(∅) = ∅
f −1({5}) = {1, 4}

f −1({5, 6}) = {1, 4}
f −1({5, 6, 7}) = {1, 2, 4}

f −1({5, 6, 7, 8}) = {1, 2, 3, 4}.



Zobrazenia

Obraz a vzor mnoºiny v zobrazení

Veta

Ne
h f : A → B , X
1

⊆ A a X
2

⊆ A. Potom platí:

X
1

⊆ X
2

→ f (X
1

) ⊆ f (X
2

) (1)

f (X
1

∪ X
2

) = f (X
1

) ∪ f (X
2

) (2)

f (X
1

∩ X
2

) ⊆ f (X
1

) ∩ f (X
2

) (3)

f (X
1

\ X
2

) ⊇ f (X
1

) \ f (X
2

). (4)

D�kaz tvrdenia (2)

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀y∈B
(
y ∈ f (X

1

∪ X
2

) ↔ y ∈ f (X
1

) ∪ f (X
2

)
)
.



Ne
h y ∈ B je ©ubovolný prvok. Postupnými úpravami dostaneme

y ∈ f (X
1

∪ X
2

) ⇔ {z de�ní
ie obrazu mnoºiny}

∃x ∈ A
(
x ∈ X

1

∪ X
2

∧ f (x) = y
)
⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

∃x ∈ A
(
(x ∈ X

1

∨ x ∈ X
2

) ∧ f (x) = y
)
⇔

∃x ∈ A
((

x ∈ X
1

∧ f (x) = y
)
∨
(
x ∈ X

2

∧ f (x) = y
))

⇔

∃x ∈ A
(
x ∈ X

1

∧ f (x) = y
)
∨ ∃x ∈ A

(
x ∈ X

2

∧ f (x) = y
)
⇔

{z de�ní
ie obrazu mnoºiny}

y ∈ f (X
1

) ∨ y ∈ f (X
2

) ⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

y ∈ f (X
1

) ∪ f (X
2

).



Zobrazenia

Obraz a vzor mnoºiny v zobrazení

Veta

Ne
h f : A → B , Y
1

⊆ B a Y
2

⊆ B . Potom platí:

Y
1

⊆ Y
2

→ f −1(Y
1

) ⊆ f −1(Y
2

) (1)

f −1(Y
1

∪ Y
2

) = f −1(Y
1

) ∪ f −1(Y
2

) (2)

f −1(Y
1

∩ Y
2

) = f −1(Y
1

) ∩ f −1(Y
2

) (3)

f −1(Y
1

\ Y
2

) = f −1(Y
1

) \ f −1(Y
2

). (4)



Zobrazenia

Obraz a vzor mnoºiny v zobrazení

D�kaz tvrdenia (2)

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀x∈A
(
x ∈ f −1(Y

1

∪ Y
2

) ↔ x ∈ f −1(Y
1

) ∪ f −1(Y
2

)
)
.

Ne
h x ∈ A je ©ubovolný prvok. Postupnými úpravami dostaneme

x ∈ f −1(Y
1

∪ Y
2

) ⇔ {z de�ní
ie vzoru mnoºiny}

f (x) ∈ Y
1

∪ Y
2

⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

f (x) ∈ Y
1

∨ f (x) ∈ Y
2

⇔ {z de�ní
ie vzoru mnoºiny}

x ∈ f −1(Y
1

) ∨ x ∈ f −1(Y
2

) ⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

x ∈ f −1(Y
1

) ∪ f −1(Y
2

).



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

De�ní
ia

Zloºením (kompozí
ia) zobrazení f : A → B a g : B → C

rozumieme zobrazenie f ◦ g : A → C de�nované predpisom

∀x∈A (f ◦ g)(x) = g
(
f (x)

)
.



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

Poznámka

Platí

f ◦ g =
{
(x , z) ∈ A× C

∣
∣ ∃y∈B

(
f (x) = y ∧ g(y) = z

)}
.

Zloºenie zobrazení je tak ²pe
iálnym prípadom zloºenia binárny
h

relá
ií.

Notá
ia

Vonkaj²ie zátvorky vo výrazo
h typu g
(
f (x)

)
budeme £asto

vyne
háva´ a pí²eme stru£ne g f (x). Predo²lá de�ní
ia sa dá

zapísa´ takto:

∀x∈A (f ◦ g)(x) = g f (x).



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

Príklad

Na nasledujú
om obrázku sú nakreslené grafy dvo
h zobrazení

f : {1, 2, 3} → {4, 5, 6, 7} a g : {4, 5, 6, 7} → {8, 9, 0}:

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

I
h zloºením vznikne zobrazenie

f ◦ g : {1, 2, 3} → {8, 9, 0},

ktorého gra�
ká reprezentá
ia (diagram) vypadá takto:

1

2

3

8

9

0



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

Veta

Ne
h f : A → B , g : B → C a h : C → D. Potom platí

(f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Poznámka

Skladanie zobrazení je aso
iatívna operá
ia. Z toho d�vodu budeme

zátvorky vo výrazo
h typu f ◦ g ◦ h vyne
háva´.



Zobrazenia

Zloºené zobrazenie

D�kaz

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀x∈A
(
(f ◦ g) ◦ h

)
(x) =

(
f ◦ (g ◦ h)

)
(x).

Ne
h x ∈ A je ©ubovolný prvok. Postupnými úpravami dostaneme

(
(f ◦ g) ◦ h

)
(x) = h

(
(f ◦ g)(x)

)
= h

(

g
(
f (x)

))

=

= (g ◦ h)
(
f (x)

)
=

(
f ◦ (g ◦ h)

)
(x).



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

De�ní
ia

Zobrazenie f : A → B sa nazýva injektívne, ak

∀x
1

∈A∀x
2

∈A
(
x
1

6= x
2

→ f (x
1

) 6= f (x
2

)
)
.

Túto podmienku je moºné zapísa´ v tomto ekvivalentnom tvare:

∀x
1

∈A∀x
2

∈A
(
f (x

1

) = f (x
2

) → x
1

= x
2

)
.

Injektívne zobrazenie sa nazýva tieº prosté zobrazenie.

Poznámka

V²imnime si, ºe v grafovej reprezentá
ií sa poºiadavka injektívnosti

dá vyslovi´ nasledujú
im sp�sobom. Aby (kone£né) zobrazenie

f : A → B bolo prosté, tak do kaºdého vr
holu z kooboru B musí

vies´ nanajvý² jedna hrana z vr
holov de�ni£ného oboru A.



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Príklad

Zobrazenie f popísané prvým diagramom je injektívne zobrazenie:

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8

Zobrazenie g popísané druhým diagramom nie je injektívne

zobrazenie, pretoºe g(1) = 6 = g(4).



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Príklad

Zobrazenie

λx .x2 : N→ N

je injektívne. Je to d�sledok tejto vlastnosti prirodzený
h £ísel:

∀x
1

∈N∀x
2

∈N
(
x
1

< x
2

→ x2
1

< x2
2

)
.

Príklad

Zobrazenie

λx .
⌊√

x
⌋
: N→ N

nie je injektívne. Platí totiº

⌊√
4

⌋

= 2 =
⌊√

5

⌋

.



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Príklad

Druhá odmo
nina nezáporného reálneho £ísla

λx .
√
x : R

0+ → R
0+

je injektívne zobrazenie. Je to d�sledok tejto vlastnosti nezáporný
h

reálny
h £ísel

∀y
1

∈R
0+∀y2∈R0+

(
y2
1

< y2
2

→ y
1

< y
2

)
.

Odtia© totiº okamºite dostaneme

∀x
1

∈R
0+∀x2∈R0+ (x

1

< x
2

→ √
x
1

<
√
x
2

) .



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Veta

Po£et injektívny
h zobrazení m-prvkovej mnoºiny do n-prvkovej

mnoºiny je rovný £íslu

n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · (n −m + 1).

D�kaz

H©adaný po£et je rovný po£tu variá
ií bez opakovania m prvkov z n

druhov.





Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C sú injektívne zobrazenia. Potom aj

i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je injektívne zobrazenie.

D�kaz

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀x
1

∈A∀x
2

∈A
(
x
1

6= x
2

→ (f ◦ g)(x
1

) 6= (f ◦ g)(x
2

)
)
.

Ne
h x
1

, x
2

∈ A sú ©ubovolné prvky také, ºe x
1

6= x
2

. Z injektívnosti

zobrazenia f plynie, ºe f (x
1

) 6= f (x
2

). Z injektívnosti zobrazenia g

dostaneme, ºe g f (x
1

) 6= g f (x
2

). Odtia©

(f ◦ g)(x
1

) = g f (x
1

) 6= g f (x
2

) = (f ◦ g)(x
2

).



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C . Ak i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je

injektívne zobrazenie, potom aj f je injektívne zobrazenie.

D�kaz

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀x
1

∈A∀x
2

∈A
(
x
1

6= x
2

→ f (x
1

) 6= f (x
2

)
)
.

Ne
h x
1

, x
2

∈ A sú ©ubovolné prvky také, ºe x
1

6= x
2

. Z injektívnosti

zobrazenia f ◦ g plynie, ºe

g f (x
1

) = (f ◦ g)(x
1

) 6= (f ◦ g)(x
2

) = g f (x
2

).

Odtia© okamºite dostaneme poºadovanú nerovnos´ f (x
1

) 6= f (x
2

).



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

De�ní
ia

Zobrazenie f : A → B sa nazýva surjektívne zobrazenie, ak

H(f ) = B , t. j. ak

∀y∈B∃x∈A f (x) = y .

V takom prípade hovoríme, ºe f je zobrazenie mnoºiny A na

mnoºinu B .

Poznámka

V²imnime si, ºe v grafovej reprezentá
ií sa poºiadavka surjektívnosti

dá vyslovi´ nasledujú
im sp�sobom. Aby (kone£né) zobrazenie

f : A → B bolo surjektívne, tak do kaºdého vr
holu z kooboru B

musí vies´ aspo¬ jedna hrana z vr
holov de�ni£ného oboru A.



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

Príklad

Zobrazenie f popísané prvým diagramom je surjektívne zobrazenie:

1

2

3

4

5

6

7

1

2

3

4

5

6

7

Zobrazenie g popísané druhým diagramom nie je surjektívne,

pretoºe 5 /∈ H(g), t. j. ¬∃x∈{1, 2, 3, 4} g(x) = 5.



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

Príklad

Zobrazenie

λx .
⌊√

x
⌋
: N→ N

je surjektívne, pretoºe

∀y∈N
⌊√

y2
⌋

= y .

Príklad

Zobrazenie

λx .x2 : N→ N

nie je surjektívne, pretoºe 2 /∈ H(λx .x2), t. j.

¬∃x∈N x2 = 2.



Zobrazenia

Injektívne zobrazenia

Príklad

Druhá odmo
nina nezáporného reálneho £ísla

λx .
√
x : R

0+ → R
0+

je surjektívne zobrazenie. Je to priamo£iary d�sledok tohoto

jednodu
hého tvrdenia

∀y∈R
0+

√

y2 = y .



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

Veta

Po£et surjektívny
h zobrazení m-prvkovej mnoºiny na n-prvkovú

mnoºinu je rovný £íslu

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(n − k)m.



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

D�kaz

Ne
h F je mnoºina v²etký
h zobrazení m-prvkovej mnoºiny A do

n-prvkovej mnoºiny B = {b
1

, . . . , bn}. Ozna£me symbolom Fi

mnoºinu tý
h prvkov f z F , ktoré majú vlastnos´ bi /∈ H(f ). V²etky
mnoºiny Fi

1

∩ · · · ∩ Fik majú rovnako ve©a prvkov pre ©ubovolný

výber prirodzený
h £ísel k a 1 ≤ i
1

< · · · < ik ≤ n:

|Fi
1

∩ · · · ∩ Fik | = (n − k)m.

Pod©a prin
ípu zapojenia a vypojenia h©adaný po£et je rovný £íslu

∣
∣
∣
∣
∣

n⋂

i=1

Fi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
∣
∣
∣
∣
∣

k⋂

i=1

Fi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(n − k)m.



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C sú surjektívne zobrazenia. Potom aj

i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je surjektívne zobrazenie.

D�kaz

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀z∈C∃x∈A (f ◦ g)(x) = z .

Ne
h z ∈ C je ©ubovolný prvok. Zo surjektívnosti g plynie, ºe

existuje y ∈ B také, ºe g(y) = z . Zo surjektívnosti f plynie, ºe

existuje x ∈ A také, ºe f (x) = y . Odtia©

(f ◦ g)(x) = g f (x) = g(y) = z .

Zobrazenie f ◦ g je tak surjek
ia.



Zobrazenia

Surjektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C . Ak i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je

surjektívne zobrazenie, potom aj g je surjektívne zobrazenie.

D�kaz

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀z∈C∃y∈B z = g(y).

Ne
h z ∈ C je ©ubovolný prvok. Zo surjektívnosti f ◦ g plynie, ºe

existuje x ∈ A také, ºe (f ◦ g)(x) = z . Odtia© pre y = f (x) ∈ B

dostaneme

g(y) = g f (x) = (f ◦ g)(x) = z .

Zobrazenie g je teda surjek
ia.



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

De�ní
ia

Zobrazenie f : A → B sa nazýva bijektívne, ak je sú£asne injektívne

a surjektívne:

∀y∈B∃
1

x∈A f (x) = y .

Bijektívne zobrazenia na mnoºine sa nazývajú tieº permutá
ie tejto

mnoºiny.

Poznámka

V²imnime si, ºe v grafovej reprezentá
ií poºiadavka bijektívnosti sa

dá vyslovi´ nasledujú
im sp�sobom. Aby (kone£né) zobrazenie

f : A → B bolo bijektívne, tak do kaºdého vr
holu z kooboru B

musí vies´ práve jedna hrana z vr
holov de�ni£ného oboru A.



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Príklad

Zobrazenie f popísané prvým diagramom je bijektívne zobrazenie:

1

2

3

4

5

6

7

8

1

2

3

4

5

6

7

8

Zobrazenie g popísané druhým diagramom nie je bijektívne

zobrazenie, pretoºe nie je ani injektívne g(1) = 6 = g(4), ani
surjektívne 5 /∈ H(g).



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Príklad

Uº vieme, ºe druhá odmo
nina nezáporného reálneho £ísla

λx .
√
x : R

0+ → R
0+:

∀x∈R
0+∀y∈R0+

(√
x = y ↔ y2 = x

)

je nielen injektívne ale aj surjektívne zobrazenie. Je to teda

bijektívne zobrazenie.

Príklad

Cantorova párova
ia funk
ia J : N2 → N, ktorá je de�novaná

predpisom

J(x , y) =
(x + y)(x + y + 1)

2

+ x ,

je bijektívne zobrazenie.



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Cantorova párova
ia funk
ia

J(x , y) 0 1 2 3 4 5 6 · · ·
0 0 1 3 6 10 15 21 · · ·
1 2 4 7 11 16 22 29 · · ·
2 5 8 12 17 23 30 38 · · ·
3 9 13 18 24 31 39 48 · · ·
4 14 19 25 32 40 49 59 · · ·
5 20 26 33 41 50 60 71 · · ·
6 27 34 42 51 61 72 84 · · ·
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

J(x , y) =

x+y
∑

i=1

i + x =
(x + y)(x + y + 1)

2

+ x



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Veta

Po£et bijektívny
h zobrazení m-prvkovej mnoºiny do n-prvkovej

mnoºiny je rovný £íslu

n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 3 · 2 · 1 = n! ak m = n,

0 ak m 6= n.

D�kaz

Ak m < n, tak po£et taký
hto bijektívny
h zobrazení je triválne

rovný £íslu 0. Ak m ≥ n, tak h©adaný po£et je rovný po£tu variá
ií

bez opakovania m prvkov z n druhov:

n.(n − 1) · (n − 2) · · · · · (n −m + 1).

Ten je rovný £íslu 0 pre m > n a £íslu n! pre m = n.





Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C sú bijektívne zobrazenia. Potom aj

i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je bijektívne zobrazenie.

D�kaz

Je to priamo£iary d�sledok obdobný
h viet pre injektívne a

surjektívne zobrazenia.



Zobrazenia

Bijektívne zobrazenia

Veta

Ne
h f : A → B a g : B → C . Ak i
h kompozí
ia f ◦ g : A → C je

bijektívne zobrazenie, potom f je injektívne a g je surjektívne

zobrazenie.

D�kaz

Je to priamo£iary d�sledok obdobný
h viet pre injektívne a

surjektívne zobrazenia.



Záver

Organizá
ia predmetu

◮
Konzultá
ie:

◮
Dnes o 14.30, online.

◮
V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.

◮
2. semestrálny test:

◮
V stredu 29. novembra o 18.10 v m. A a B.

◮
Téma: logika a mnoºiny (bez d�kazov mnoºinový
h identít, nie

zobrazenia).

◮
Hodnotenie: 40 bodov.

◮
Test trvá 90 minút £istého £asu.

◮
Rozdelenie pod©a abe
edy:

◮
Poslu
háre¬ A: A � O.

◮
Poslu
háre¬ B: P � Z.

◮
Nezabudnite si prinies´ svoj ISIC preukaz.

◮
5. domá
a úloha

◮
Odovzda´ do 4. de
embra.



Záver

◮
Skú²obné obdobie

◮
Termíny skú²ok: kaºdý utorok od 9. januára.

Otázky

◮
Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.



Konie
 predná²ky
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