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Zopakovanie

Byt prvkom mnoziny
» Zapis x € A znamena ,objekt x je prvkom mnoziny A“.

» Negaciu tvrdenia x € A zapisujeme skratene x ¢ A.

Axiéma extenzionality

A=B < ¥x(x € A< x € B).
Vztah inklizie

AC B« Vx(xe A= xeB)

ACB«ACBAA#B.



Zopakovanie

Poznamka

» Pri dokaze rovnosti dvoch mnozin je mozné pouzit vztah
inklazie, pretoze plati nasledujica ocividna ekvivalencia:

A=B+< ACBABCA
> Ak A a B st podmnoziny nejakej zakladnej mnoziny U, potom

A=B & VxelU(x e A< x € B)

AC B+ VxelU(x e A— x € B).



Zopakovanie

Z3akladné mnozinové operacie

» Prazdna mnozina
0 ={x|x#x}.
» Zjednotenie mnozin
AUB={x|xeAvVvxe B}
» Prienik mnozin

ANB={x|xeAAx e B}.



Zopakovanie

Z3akladné mnozinové operacie

» Potencnd mnozina
P(A)={B| B C A}
> Karteziansky sicin mnozin
AxB={(x,y)|xe ANy € B}.
» Kartezianska druhd mocnina mnoziny

A2 =AxA={(x,y) | x € AAx € A}.



Zopakovanie

Literatara (mnoziny)

» Jajcayova, T., Komara, J.: vlastné elektronické texty
zverejiiované na webovej stranke predmetu.

» Grimaldi, R. P.: Discrete and Combinatorial Mathematics.
Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.

» Bukovsky, L.: Mnoziny a vselico okolo nich. Kosice: Univerzita
Pavla Jozefa Safarika, 2005 (2. vydanie).

Dopliujdca literatara (mnoziny)

» Olejar, D., Skoviera, M.: Diskrétna matematika 1: Uvod do
tedrie mnozin, tedrie booleovskych funkcii a matematicke;j
logiky. Bratislava: Univerzita Komenského, 1992.

» Olejar, D., Skoviera, M.: Uvod do diskrétnych matematickych

Struktir. 2007. Elektronicky uéebny text, 2007, Pristupny len z
UK: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf






Binarne relacie

Motivacia

Priklad
Vztahy (predikaty) na mnozine prirodzenych Cisel N reprezentujeme
ako podmnoziny kartezianskeho sacinu N x N = N2

Ri={(x,y) eN? | x =y}

Ro={(x,y) eN? | x <y}

Ry ={(x,y) e N? | x <y}

R ={(x,y) e N?*| x|y}



Binarne relacie

Motivacia

Priklad
Zobrazenie f mnoziny A do mnoziny, symbolicky f : A — B, je
jednoznacne urcené svojim grafom:

Gr ={(x,y) € Ax B|f(x) =y}

Priklad
Orientovany graf G je usporiadana dvojica G = (V, E), kde:

» V je neprazdna konetnd mnozina vrcholov grafu,

» E je mnozina orientovanych hran grafu:

ECVxV=V2%



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Definicia

>

>

v

Mnozinu R nazveme binarnou relaciou z mnoziny A do
mnoziny B, ak RC A x B.

Adjektiv ,binarna“ v spojeni ,binarna relacia” budeme Casto
vynechavat.

Vravime tiez, ze R je reldciou medzi prvkami mnozin A a B.
Mnozina A sa nazyva obor relacie R a mnozina B jej koobor.

Ak A = B, tak hovorime o relacii na mnozine A.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Priklady relacii

» Prazdna mnozina ) je binarnou relaciou medzi prvkami mnozin
AaB.

» Karteziansky sicin A x B je binarnou relaciou medzi prvkami
mnozin A a B.

» Symbolom I4 oznaCujeme identicki relaciu na A:

In={(x,y) EAxA|x=y}={(x,y) € A% | x=y}.

Nazyva sa tiez relacia rovnosti na mnozine A. Iné Casté
pomenovanie je diagonala mnoziny A.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Definicny obor relacie
Mnozinu D(R) vSetkych tych prvkov x € A, pre ktoré existuje
y € B také, ze (x,y) € R, nazyvame definicny obor relacie R:

D(R)={xe€ A|3dyeB(x,y) € R}.

Obor hodnét relacie
Mnozinu H(R) vsetkych tych prvkov y € B, pre ktoré existuje
x € A také, ze (x,y) € R, nazyvame obor hodnét relacie R:

H(R) ={y € B| Ix€A(x,y) € R}.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Zakladné vztahy medzi relaciami
Ak R a S si binarne relacie z A do B, potom

R =S < Vx€AVyeB((x,y) € R+ (x,y) € S)

RCS « VXEAVyEB((X,y) €ER—(x,y) € S).



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Priklad

Mnozina usporiadanych dvojic

R = {(17 1)7 (174)7 (27 2)7 (37 1)}

je binarnou relaciou z mnoziny A = {1,2,3} do mnoziny
B =1{1,2,3,4}.

Obory relacie

» Definiény obor relacie
D(R) ={1,2,3}.
» Obor hodnét relacie

H(R) = {1,2,4}.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Graficka reprezentacia relacie
Nasledujaci obrazok graficky znazoriuje binarnu relaciu R:

.

@ 0O ¢
ofloXcRe

Vysvetlenie diagramu:
» Uzly grafu odpovedaji jednotlivym prvkom mnoziny A a B.
» Orientované hrany (Sipky) odpovedaji jednotlivym
usporiadanym dvojiciam relacie R.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Graficka reprezentacia relacie
Nasledujaci obrazok graficky znazoriuje binarnu relaciu R:

.

@ 0O ¢
ofloXcRe



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Maticova reprezentacia relacie
Nasledujica boolovska matica rozmerov 3 x 4

1 001
M@R)=[0 1 0 0
1 000
jednoznacne popisuje binarnu relaciu R. Plati totiz

1 ak (i,j) € R,

(MR = {0 ak (i,/) & R.

Tu (M(R));; predstavuje prvok matice v i-tom riadku a v j-tom
stipci.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Veta
Nech |A| = m a |B| = n. Pocet binarnych relacii z A do B je rovny
cislu
2mn,
Dékaz

Hladany pocet je rovny Cislu

[P(A x B)| = 21A4%Bl = 2lAlIBl — omn.



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Iny dékaz

Boolovska matica binarnej relacie z A do B pozostava z mn prvkov.
Kazdy takyto prvok mdzeme vytvorit 2 spésobmi. Hladany pocet je
tak dosledkom nasobiaceho principu:

mn-krat

——
2.2.....2=2o0mn



Binarne relacie
Zakladné pojmy

Veta
Nech |A| = m a |B| = n. Pocet binarnych relacii R z A do B
takych, ze H(R) = B, je rovny Cislu

(2™ —1)".

Dékaz

Boolovska matica binarnej relacie z A do B, pre ktorit H(R) = B,
pozostava z takych stlpcov, ktoré obsahuji aspon jednu jednotku.
Kazdy takyto stlpec mézeme vytvorit 2™ — 1 spésobmi. Hladany
pocet je tak dosledkom principu sicinu:

n-krat

2" —1)-(2"-1) - - (2" —1) = (2™ — 1)".







Binarne relacie

Obraz a vzor mnoziny v relacii
Definicia
Nech R je binarna relaciaz Ado B, X CAa Y CB.

» Mnozinu R [X] vsetkych tych prvkov y € B, pre ktoré existuje
x € X také, ze (x,y) € R, nazyvame obrazom mnoziny X v
relacii R:

R[X]={y e B|3xcA(xe X A(x,y) € R)}.

» Mnozinu R71[Y] vsetkych tych prvkov x € A takych, ze
existuje y € Y také, ze (x,y) € R, nazyvame vzorom mnoziny
mnoziny Y v relacii R:

RMY]={xe€A|TyeB(y e Y A(x,y) ER)}.






Binarne relacie

Obraz a vzor mnoziny v relacii

Priklad

Uvazujme binarnu relaciu R popisané grafom:




Obrazy niektorych mnozin v relacii R:

R[0] =10
RI{1}] ={7}
R[{1,2}] = {7}
R[{1,2,3}] = {5,7,8}
R[{1,2,3,4}] = {5,7,8}.

Vzory niektorych mnozin v relacii R:

R1[0]=0
R [{5}] = {3,4}
R~ [{5,6}] = {3,4}
R [{5,6,7}] = {1,3,4}
R1[{5,6,7,8}] = {1,3,4}.



Binarne relacie

Obraz a vzor mnoziny v relacii

Veta
Nech RC Ax B, Xy C A aX, CA. Potom plati:

X1 C Xo = R[X] C R[X]
R[XiUXa] = R[X1] U R[X]
R[Xi N X] € R[X] N R[X]
RIX1\ X2] 2 R[X1]\ R[X;].

Dokaz tvrdenia (2)
Nasim cielom je dokazat

VyEB(y €R [Xl U X2] ~yEeER [Xl] UR [Xz])

—~ —~ —~
N
~— — '



Nech y € B je lubovolny prvok. Postupnymi apravami dostaneme
y € R[X1 U X3] < {z definicie obrazu mnoziny}
IxEA(x € XL U Xa A (x,y) € R) < {z definicie zjednotenia}
IxEA((x € Xy VX € Xo) A (x,¥) ER) &
erA(xeXI y)ER)\/(XEXz/\(X,y)ER)><:>
Ix€A(x € X1 A(x,y) € R) VIXEA(x € X A(x,y) € R) &

{z definicie obrazu mnoziny}

y € R[X1] Vy € R[Xz] & {z definicie zjednotenia}

y € R[X1JUR[Xy].



Binarne relacie

Skladanie relacii

Definicia

Nech R je bindrna relacia z A do B a nech S je binarna relacia z B
do C. Zlozenim relacii R a S rozumieme binarnu relaciu Ro S z A
do C definovanii predpisom

RoS={(x,z) e Ax C|3yeB((x,y) e RA(y,z) €S)}.






Binarne relacie

Skladanie relacii

Priklad
Nech R je binarna relacia z mnoziny A = {1,2,3} do mnoziny
B =1{4,5,6,7}

R = {(17 4)7 (17 7)7 (27 5)7 (37 4)}

z mnoziny A = {1,2,3} do mnoziny B = {4,5,6,7}. Nech dalej S
je binarna relacia z mnoziny B do mnoziny C = {8,9,0}:

5=1{(4,9),(5,0),(7.8),(7,0)}
Potom R o S je binarna relacia z mnoziny A do mnoziny C:

RoS={(18),(1,9),(1,0),(2,0),(3,9)}.



Binarne relacie

Skladanie relacii

Graficka reprezentacia zlozenej relacie

Najprv tu uvedieme grafické znazornenie oboch relacii R a S v tom
poradi, v akom vystupuji v argumentoch operacie R o S:




Binarne relacie

Skladanie relacii

Graficka reprezentacia zlozenej relacie

Najprv tu uvedieme grafické znazornenie oboch relacii R a S v tom
poradi, v akom vystupuji v argumentoch operacie R o S:




Binarne relacie

Skladanie relacii

Graficka reprezentacia zlozenej relacie

Graficky znazornit zlozend relaciu R o S znamena najst také Sipky,
ktoré spajaja prvky mnoziny A a C cez nejaky prvok mnoziny B.
Dostaneme tak nasledujaci obrazok:

RoS={(18),(1,9),(1,0),(2,0),(3,9)}.



Binarne relacie

Skladanie relacii

Graficka reprezentacia zlozenej relacie




Binarne relacie

Skladanie relacii

Maticova reprezentacia zlozenej relacie

Najprv tu uvedieme maticovi reprezentaciu oboch relacii Ra S v
tom poradi, v akom vystupuji v argumentoch operacie R o S:

M(R) = M(S) =

=
o R o
o oo
oo R
-0 o o
= o Rk O

o O O

Maticova reprezentacia zlozenej relacie R o S ma tvar

11
01

O ==



Binarne relacie

Skladanie relacii

Maticova reprezentacia zlozenej relacie

Boolovska maticu reprezentujicu binarnu relaciu R o S ziskame ako
boolovsky sacin boolovskych matic M(R) a M(S):

M(R o S) = M(R) x M(S) =

1 001 010
0 01
=0 1 0 0] x =
1 000 000
1 01
111
0






Binarne relacie

Skladanie relacii

Veta
NechRCAxB,SCBxCaTCCxD. Potom plati

(RoS)oT=Ro(S0oT).

Poznamka
Skladanie binarnych relacii je asociativna operacia. Z toho dévodu
budeme zatvorky vo vyrazoch typu R oS o T vynechavat.

Dékaz

Priamo z definicie operacie zlozenia relacii dostaneme, ze

(RoS)oTCAXD
Ro(SoT)Z AxD.



Staci tak dokazat tvrdenie
VacAVdeD((a,d) € (RoS)o T <+ (a,d) € Ro(So T)).
Nech a € A a d € D st [ubovolné prvky. Potom

(a,d) € (RoS) o T < {z definicie zlozenej relacie}
dceC((a,c) e RoSA(c,d)eT) &
{z definicie zlozenej relacie}

EIcEC(HbEB((a, bye RA(b,c)eS)A(c,d)eT) e

HbeB((a, b) € RA3ceC((b,c) € SA(c,d) e T)) =
{z definicie zlozenej relacie}

JbeB((a,b) € RA(b,d) € SoT) &
{z definicie zlozenej relacie}

(a,d) € Ro(SoT).



Binarne relacie

Inverzna relacia

Definicia

Nech R je binarna relacia z A do B. Inverznou (opacnou) relaciou k
relacii R rozumieme binarnu relaciu R~ z B do A definovan
predpisom

R ={(y,x) € Bx A|(x,y) € R}.

Poznamka
Priamo z definicie dostaneme, ze



Binarne relacie

Inverzna relacia

Poznamka
Nech Y C B. Pretoze ocividne plati

R'[Y]={xe€A|TyeB(y € Y A(x,y) ER)}
={xe€A|IyeB(y e YA(y,x) R},

mnozina R~1[Y], ktora je podla definicie vzorom mnoziny Y v
relacii R, je zaroveih obrazom mnoziny Y v relacii R~!.



Binarne relacie

Inverzna relacia

Priklad

Nech R je binarna relacia

R = {(174)7 (17 7)7 (27 5)7 (37 4)}

z mnoziny A = {1,2,3} do mnoziny B = {4,5,6,7}. Potom jej
inverzna relacia

R_l = {(47 1)7 (47 3)7 (57 2)7 (77 1)}

je binarnou relaciou z mnoziny B do mnoziny A.



Binarne relacie

Inverzna relacia

Graficka reprezentacia inverznej relacie
Najprv tu uvedieme grafické znazornenie relacie R:

o

\

® ©

R = {(174)7 (17 7)7 (27 5)7 (37 4)}



Binarne relacie

Inverzna relacia

Graficka reprezentacia inverznej relacie
Najprv tu uvedieme grafické znazornenie relacie R:

1 .

@

@ ® G



Binarne relacie

Inverzna relacia

Graficka reprezentacia inverznej relacie
Nasledujiici obrazok graficky znazoriuje inverzni relaciu R!:

1

@)~

@ @\6

Stacilo len zmenit smer Sipiek v grafickom zobrazeni relacie R.

R = {(4,1),(4,3),(5,2),(7,1)}



Binarne relacie

Inverzna relacia

Graficka reprezentacia inverznej relacie

®® 6

A

® &
@@\@



Binarne relacie

Inverzna relacia

Maticova reprezentacia relacie inverznej relacie
Najprv tu uvedieme maticovi reprezentaciu relacie R:

1001
M(R)=10 1 0 0
1000

Boolovska matica reprezentijuca inverzni relaciu R™! predstavuje
transponovan( maticu k matici M(R):

M(R™Y) = M(R)T.

= O O K
o O = o
o O o
o = O
o O o
O O
I



Binarne relacie

Inverzna relacia

Veta
Nech RC Ax B aS C B x C. Potom plati:

(RoS)t=5"1oR™
Dékaz
Priamo z definicie inverznej relacie dostaneme, ze
(RoS) ' CCxAASToRICCxA
Stadi tak dokazat tvrdenie

VzeCVxeA((z,x) € (Ro Syt e (z,x)eSto R™).



Nech z € C a x € A st [ubovolné prvky. Postupnymi apravami
dostaneme

(z,x) € (Ro S)™! & {z definicie inverznej relacie}
(x,z) € Ro S < {z definicie zlozenej relacie}
HyEB((x,y) €ERAN(y,z) € S) &
Jy€B((y,z) € SA(x,y) € R) < {z definicie inverznej relacie}
JyeB((z,y) e ST'A(y,x) e R} &
{z definicie zlozenej relacie}

(z,x) € STto R7L.



Binarne relacie

V3sade definované relacie

Definicia
Nech R je binarna relacia z A do B. Hovorime, Ze relacia R je
vsade definovana na mnozine A, ak D(R) = A, t. ).

VxeAdyeB(x,y) € R.

Poznamka
> V grafovej reprezentacii sa tento pojem da popisat aj
nasledujacim spésobom. Aby (konecna) relacia R z A do B
bola viade definovana na A, tak z kazdého vrcholu oboru A
musi viest aspon jedna hrana do vrcholov kooboru B.

» V maticovej reprezentacii to znamena, ze boolovska matica

vSade definovanej relacie pozostava len z takych riadkov, ktoré
obsahuji aspon jednu jednotku.






Binarne relacie

V3sade definované relacie

Priklad

Uvazujme binarnu relaciu R popisana grafom:

Relacia R je vsade definovana na mnozine {1,2,3,4}. Jej inverzna
relacia R~ nie je véade definovana na svojom obore {5,6,7,8},
pretoze 6 ¢ D(R™1).



Maticova reprezentacia relacie viade definovanej relacie R:

M(R) =

- O O
o O O O
O O R =
= R O

Maticova reprezentacia jej inverznej relacie R~

100 1
_ 0000
M(’?1):1100
1011

Nie je to viade definovana relacia — druhy riadok obsahuje samé
nuly.



Binarne relacie

V3sade definované relacie

Veta
Nech |A| =m a |B| = n.

» Pocet vsade definovanych relicii z A do B je rovny ¢islu
(2" —-1)m.
» Pocet vsade definovanych relicii R z A do B takych, Ze
H(R) = B, je rovny cislu

n

Z(—l)k<z> 2"k — 1),

k=0



Binarne relacie

V3sade definované relacie

Doékaz 1. tvrdenia
Boolovskad matica viade definovanej relacie z A do B pozostava len

z tych riadkov, ktoré obsahuji aspon jednu jednotku. Kazdy takyto
riadok mézeme vytvorit 2" — 1 spésobmi. Hladany pocet je potom
jednoduchym désledkom kombinatorického nasobiaceho principu:

m-krat

2"—1)-(2"-1) - -(2"-1)=(2"—1)™.




Binarne relacie

V3sade definované relacie

Veta
Nech |A| =m a |B| = n.

» Pocet vsade definovanych relicii z A do B je rovny ¢islu
(2" —-1)m.
» Pocet vsade definovanych relicii R z A do B takych, Ze
H(R) = B, je rovny cislu

n

Z(—l)k<z> 2"k — 1),

k=0



Binarne relacie

V3sade definované relacie

Doékaz 2. tvrdenia

Nech U je mnozina vsetkych vsade definovanych relacii z A do B.
Oznaéme B; pre 1 < i < n mnozinu tych prvkov R z U, ktoré maji
vlastnost , /-ty prvok mnoziny B sa nenachadza v mnozine H(R)".
Podla predchadzajiceho tvrdenia vietky mnoziny B;, N--- N B,
majia rovnako vela prvkov pre [ubovolny vyber prirodzenych cisel k
a1§i1<'~<ik§n:

By, N---NB;| = (2n_k —1)m
Podla principu zapojenia a vypojenia hladany pocet je rovny Cislu

Ae|- ) ]S Qo

k=0

k

Ns

i=1




Binarne relacie

Jednoznacné relacie

Definicia
Nech R je binarna relacia z A do B. Hovorime, Ze relacia R je
jednoznacna relacia, ak

VXEAVyleBVyzeB((x,yl) ERN(X,»)ER— = yz).

Poznamka

> V grafovej reprezentacii sa tento pojem da popisat aj
nasledujacim spésobom. Aby (konecna) relacia R z A do B
bola jednoznaéna, tak z kazdého vrcholu oboru A musi viest
nanajvys$ jedna hrana do vrcholov kooboru B.

» V maticovej reprezentacii to znamena, ze boolovska matica
jednoznacnej relacie pozostava len z takych riadkov, ktoré
obsahuji nanajvys jednu jednotku.






Binarne relacie

Jednoznacné relacie

Priklad

Uvazujme binarnu relaciu R popisana grafom:

OO0 0
ONORE

Relacia R je jednoznacna relacia z mnoziny {1,2,3,4} do mnoziny
{5,6,7}. Jej inverzna relacia R~ nie je jednoznaéna relacia,
pretoze (5,1) € R~1 a (5,4) ¢ R7L.



Maticova reprezentacia jednoznacnej relacie R:

M(R) =

o O O O
O O~ O

1
0
0
1
Maticova reprezentacia jej inverznej relacie R~

1 0 01

MRH)=100 0 0

0100

Nie je to jednoznacna relacia — prvy riadok obsahuje totiz dve
jednotky.



Binarne relacie

Jednoznacné relacie
Veta
Nech |A| =m a |B| = n.

» Pocet jednoznaénych relacii z A do B je rovny Cislu
(n+1)™.
» Pocet jednoznacnych relicii R z A do B takych, ze H(R) = B,
Je rovny Cislu

n

3 (1) (Z) (n—k+1)".

k=0



Binarne relacie

Jednoznacné relacie

Doékaz 1. tvrdenia
Boolovskd matica jednoznacnej relacie z A do B pozostava len z

tych riadkov, ktoré obsahuja nanajvys jednu jednotku. Kazdy takyto
riadok mdzeme vytvorit n+ 1 spdsobmi. Hladany pocet je potom
jednoduchym désledkom kombinatorického nasobiaceho principu:

m-krat

(n+1)-(n+13~ e (n+1)=(n+1)".




Binarne relacie

Jednoznacné relacie
Veta
Nech |A| =m a |B| = n.

» Pocet jednoznaénych relacii z A do B je rovny Cislu
(n+1)™.
» Pocet jednoznacnych relicii R z A do B takych, ze H(R) = B,
Je rovny Cislu

n

3 (1) (Z) (n—k+1)".

k=0



Binarne relacie

Jednoznacné relacie

Doékaz 2. tvrdenia

Nech U je mnozina vsetkych jednoznacnych relacii z A do B.
Oznaéme B; pre 1 < i < n mnozinu tych prvkov R z U, ktoré maji
vlastnost , /-ty prvok mnoziny B sa nenachadza v mnozine H(R)".
Podla predoslého tvrdenia vsetky mnoziny B, N --- N B;, maji
rovnako vela prvkov pre [ubovolny vyber prirodzenych cisel k a
1§i1<---<ik§n:

B, N---NBj|=(n—k+1)".
Podla principu zapojenia a vypojenia hladany pocet je rovny Cislu

&)

k

s

i=1

n

=3 (-1 <:> (n—k+1)™.

k=0




Zaver

Organizacia predmetu

» 3. domaca aloha.
» Opravovanie zatial neskondilo.
» O jeho skonceni budete informovani.
> Az potom mozete reklamovat hodnotenie u svojho cviCiaceho.
» Konzultacie
» Dnes o 15.30, m. I-16.
» V piatok o0 12.00, m. I-16 alebo online.
» 4. domaca dloha:
> Riesenie odovzdat do MOODLE do dnesného vecera.
» Riesenie v editore, nie rukopis.
> 2. semestralny test:

» V stredu 29. novembra 0 18.10 v m. A a B.

» Téma: logika, mnoziny (bez dokazov mnozinovych identit, nie
zobrazenia).

» Hodnotenie: 40 bodov.



Zaver

Otazky
» Ak mate otazku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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