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Zopakovanie

By´ prvkom mnoºiny

◮
Zápis x ∈ A znamená �objekt x je prvkom mnoºiny A� .

◮
Negá
iu tvrdenia x ∈ A zapisujeme skrátene x /∈ A.

Axióma extenzionality

A = B ↔ ∀x(x ∈ A ↔ x ∈ B).

Vz´ah inklúzie

A ⊆ B ↔ ∀x(x ∈ A → x ∈ B)

A ⊂ B ↔ A ⊆ B ∧ A 6= B .



Zopakovanie

Poznámka

◮
Pri d�kaze rovnosti dvo
h mnoºín je moºné pouºi´ vz´ah

inklúzie, pretoºe platí nasledujú
a o£ividná ekvivalen
ia:

A = B ↔ A ⊆ B ∧ B ⊆ A.

◮
Ak A a B sú podmnoºiny nejakej základnej mnoºiny U , potom

A = B ↔ ∀x∈U(x ∈ A ↔ x ∈ B)

A ⊆ B ↔ ∀x∈U(x ∈ A → x ∈ B).



Zopakovanie

Základné mnoºinové operá
ie

◮
Prázdna mnoºína

∅ = {x | x 6= x}.

◮
Zjednotenie mnoºín

A ∪ B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}.

◮
Prienik mnoºín

A ∩ B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}.



Zopakovanie

Základné mnoºinové operá
ie

◮
Poten£ná mnoºina

P(A) = {B | B ⊆ A}.

◮
Karteziánsky sú£in mnoºín

A× B = {(x , y) | x ∈ A ∧ y ∈ B}.

◮
Karteziánska druhá mo
nina mnoºiny

A2 = A× A = {(x , y) | x ∈ A ∧ x ∈ A}.



Zopakovanie

Literatúra (mnoºiny)

◮
Jaj
ayová, T., Komara, J.: vlastné elektroni
ké texty

zverej¬ované na webovej stránke predmetu.

◮
Grimaldi, R. P.: Dis
rete and Combinatorial Mathemati
s.

Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.

◮
Bukovský, L.: Mnoºiny a v²eli£o okolo ni
h. Ko²i
e: Univerzita

Pavla Jozefa �afárika, 2005 (2. vydanie).

Dopl¬ujú
a literatúra (mnoºiny)

◮
Olejár, D., �koviera, M.: Diskrétna matematika 1: Úvod do

teórie mnoºín, teórie booleovský
h funk
ií a matemati
kej

logiky. Bratislava: Univerzita Komenského, 1992.

◮
Olejár, D., �koviera, M.: Úvod do diskrétny
h matemati
ký
h

²truktúr. 2007. Elektroni
ký u£ebný text, 2007, Prístupný len z

UK: http://www.d
s.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf





Binárne relá
ie

Motivá
ia

Príklad

Vz´ahy (predikáty) na mnoºine prirodzený
h £ísel N reprezentujeme

ako podmnoºiny karteziánskeho sú£inu N×N = N

2

:

R
1

= {(x , y) ∈ N

2 | x = y}

R
2

= {(x , y) ∈ N

2 | x ≤ y}

R
3

= {(x , y) ∈ N

2 | x < y}

R
4

= {(x , y) ∈ N

2 | x | y}.



Binárne relá
ie

Motivá
ia

Príklad

Zobrazenie f mnoºiny A do mnoºiny, symboli
ky f : A → B , je

jednozna£ne ur£ené svojim grafom:

Gf = {(x , y) ∈ A× B | f (x) = y}.

Príklad

Orientovaný graf G je usporiadaná dvoji
a G = (V ,E ), kde:

◮ V je neprázdna kone£ná mnoºina vr
holov grafu,

◮ E je mnoºina orientovaný
h hrán grafu:

E ⊆ V × V = V 2.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

De�ní
ia

◮
Mnoºinu R nazveme binárnou relá
iou z mnoºiny A do

mnoºiny B , ak R ⊆ A× B .

◮
Adjektív �binárna� v spojení �binárna relá
ia� budeme £asto

vyne
háva´.

◮
Vravíme tieº, ºe R je relá
iou medzi prvkami mnoºín A a B .

◮
Mnoºina A sa nazýva obor relá
ie R a mnoºina B jej koobor.

◮
Ak A = B , tak hovoríme o relá
ii na mnoºine A.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Príklady relá
ií

◮
Prázdna mnoºina ∅ je binárnou relá
iou medzi prvkami mnoºín

A a B .

◮
Karteziánsky sú£in A× B je binárnou relá
iou medzi prvkami

mnoºín A a B .

◮
Symbolom IA ozna£ujeme identi
kú relá
iu na A:

IA = {(x , y) ∈ A× A | x = y} = {(x , y) ∈ A2 | x = y}.

Nazýva sa tieº relá
ia rovnosti na mnoºine A. Iné £asté

pomenovanie je diagonála mnoºiny A.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

De�ni£ný obor relá
ie

Mnoºinu D(R) v²etký
h tý
h prvkov x ∈ A, pre ktoré existuje

y ∈ B také, ºe (x , y) ∈ R , nazývame de�ni£ný obor relá
ie R :

D(R) = {x ∈ A | ∃y∈B (x , y) ∈ R}.

Obor hodn�t relá
ie

Mnoºinu H(R) v²etký
h tý
h prvkov y ∈ B , pre ktoré existuje

x ∈ A také, ºe (x , y) ∈ R , nazývame obor hodn�t relá
ie R :

H(R) = {y ∈ B | ∃x∈A (x , y) ∈ R}.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Základné vz´ahy medzi relá
iami

Ak R a S sú binárne relá
ie z A do B , potom

R = S ↔ ∀x∈A∀y∈B
(
(x , y) ∈ R ↔ (x , y) ∈ S

)

R ⊆ S ↔ ∀x∈A∀y∈B
(
(x , y) ∈ R → (x , y) ∈ S

)
.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Príklad

Mnoºina usporiadaný
h dvojí


R = {(1, 1), (1, 4), (2, 2), (3, 1)}

je binárnou relá
iou z mnoºiny A = {1, 2, 3} do mnoºiny

B = {1, 2, 3, 4}.

Obory relá
ie

◮
De�ni£ný obor relá
ie

D(R) = {1, 2, 3}.

◮
Obor hodn�t relá
ie

H(R) = {1, 2, 4}.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Gra�
ká reprezentá
ia relá
ie

Nasledujú
i obrázok gra�
ky znázor¬uje binárnu relá
iu R :

1

2

3

1

2

3

4

Vysvetlenie diagramu:

◮
Uzly grafu odpovedajú jednotlivým prvkom mnoºiny A a B .

◮
Orientované hrany (²ipky) odpovedajú jednotlivým

usporiadaným dvoji
iam relá
ie R .



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Gra�
ká reprezentá
ia relá
ie

Nasledujú
i obrázok gra�
ky znázor¬uje binárnu relá
iu R :

1

2

3

1

2

3

4



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Mati
ová reprezentá
ia relá
ie

Nasledujú
a boolovská mati
a rozmerov 3× 4

M(R) =





1 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0





jednozna£ne popisuje binárnu relá
iu R . Platí totiº

(M(R))i ,j =

{

1 ak (i , j) ∈ R ,

0 ak (i , j) 6∈ R .

Tu (M(R))i ,j predstavuje prvok mati
e v i -tom riadku a v j-tom

st¨p
i.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n. Po£et binárný
h relá
ií z A do B je rovný

£íslu

2

mn.

D�kaz

H©adaný po£et je rovný £íslu

|P(A × B)| = 2

|A×B| = 2

|A||B| = 2

mn.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Iný d�kaz

Boolovská mati
a binárnej relá
ie z A do B pozostáva z mn prvkov.

Kaºdý takýto prvok m�ºeme vytvori´ 2 sp�sobmi. H©adaný po£et je

tak d�sledkom násobia
eho prin
ípu:

mn-krát
︷ ︸︸ ︷

2 · 2 · · · · · 2 = 2

mn.



Binárne relá
ie

Základné pojmy

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n. Po£et binárný
h relá
ií R z A do B

taký
h, ºe H(R) = B , je rovný £íslu

(2m − 1)n.

D�kaz

Boolovská mati
a binárnej relá
ie z A do B , pre ktorú H(R) = B ,

pozostáva z taký
h st¨p
ov, ktoré obsahujú aspo¬ jednu jednotku.

Kaºdý takýto st¨pe
 m�ºeme vytvori´ 2

m − 1 sp�sobmi. H©adaný

po£et je tak d�sledkom prin
ípu sú£inu:

n-krát
︷ ︸︸ ︷

(2m − 1) · (2m − 1) · · · · · (2m − 1) = (2m − 1)n.





Binárne relá
ie

Obraz a vzor mnoºiny v relá
ii

De�ní
ia

Ne
h R je binárna relá
ia z A do B , X ⊆ A a Y ⊆ B .

◮
Mnoºinu R [X ] v²etký
h tý
h prvkov y ∈ B , pre ktoré existuje

x ∈ X také, ºe (x , y) ∈ R , nazývame obrazom mnoºiny X v

relá
ii R :

R [X ] =
{
y ∈ B | ∃x∈A

(
x ∈ X ∧ (x , y) ∈ R

)}
.

◮
Mnoºinu R−1 [Y ] v²etký
h tý
h prvkov x ∈ A taký
h, ºe

existuje y ∈ Y také, ºe (x , y) ∈ R , nazývame vzorom mnoºiny

mnoºiny Y v relá
ii R :

R−1 [Y ] =
{
x ∈ A | ∃y∈B

(
y ∈ Y ∧ (x , y) ∈ R

)}
.





Binárne relá
ie

Obraz a vzor mnoºiny v relá
ii

Príklad

Uvaºujme binárnu relá
iu R popísané grafom:

1

2

3

4

5

6

7

8



Obrazy niektorý
h mnoºín v relá
ii R :

R [∅] = ∅

R [{1}] = {7}

R [{1, 2}] = {7}

R [{1, 2, 3}] = {5, 7, 8}

R [{1, 2, 3, 4}] = {5, 7, 8}.

Vzory niektorý
h mnoºín v relá
ii R :

R−1 [∅] = ∅

R−1 [{5}] = {3, 4}

R−1 [{5, 6}] = {3, 4}

R−1 [{5, 6, 7}] = {1, 3, 4}

R−1 [{5, 6, 7, 8}] = {1, 3, 4}.



Binárne relá
ie

Obraz a vzor mnoºiny v relá
ii

Veta

Ne
h R ⊆ A× B , X
1

⊆ A a X
2

⊆ A. Potom platí:

X
1

⊆ X
2

→ R [X
1

] ⊆ R [X
2

] (1)

R [X
1

∪ X
2

] = R [X
1

] ∪ R [X
2

] (2)

R [X
1

∩ X
2

] ⊆ R [X
1

] ∩ R [X
2

] (3)

R [X
1

\ X
2

] ⊇ R [X
1

] \ R [X
2

] . (4)

D�kaz tvrdenia (2)

Na²im 
ie©om je dokáza´

∀y∈B(y ∈ R [X
1

∪ X
2

] ↔ y ∈ R [X
1

] ∪ R [X
2

]).



Ne
h y ∈ B je ©ubovolný prvok. Postupnými úpravami dostaneme

y ∈ R [X
1

∪ X
2

] ⇔ {z de�ní
ie obrazu mnoºiny}

∃x∈A
(
x ∈ X

1

∪ X
2

∧ (x , y) ∈ R
)
⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

∃x∈A
(
(x ∈ X

1

∨ x ∈ X
2

) ∧ (x , y) ∈ R
)
⇔

∃x∈A
((

x ∈ X
1

∧ (x , y) ∈ R
)
∨
(
x ∈ X

2

∧ (x , y) ∈ R
))

⇔

∃x∈A
(
x ∈ X

1

∧ (x , y) ∈ R
)
∨ ∃x∈A

(
x ∈ X

2

∧ (x , y) ∈ R
)
⇔

{z de�ní
ie obrazu mnoºiny}

y ∈ R [X
1

] ∨ y ∈ R [X
2

] ⇔ {z de�ní
ie zjednotenia}

y ∈ R [X
1

] ∪ R [X
2

] .



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

De�ní
ia

Ne
h R je binárna relá
ia z A do B a ne
h S je binárna relá
ia z B

do C . Zloºením relá
ií R a S rozumieme binárnu relá
iu R ◦ S z A

do C de�novanú predpisom

R ◦ S =
{
(x , z) ∈ A× C | ∃y∈B

(
(x , y) ∈ R ∧ (y , z) ∈ S

)}
.





Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Príklad

Ne
h R je binárna relá
ia z mnoºiny A = {1, 2, 3} do mnoºiny

B = {4, 5, 6, 7}:

R = {(1, 4), (1, 7), (2, 5), (3, 4)}

z mnoºiny A = {1, 2, 3} do mnoºiny B = {4, 5, 6, 7}. Ne
h ¤alej S

je binárna relá
ia z mnoºiny B do mnoºiny C = {8, 9, 0}:

S = {(4, 9), (5, 0), (7, 8), (7, 0)}

Potom R ◦ S je binárna relá
ia z mnoºiny A do mnoºiny C :

R ◦ S = {(1, 8), (1, 9), (1, 0), (2, 0), (3, 9)}.



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Gra�
ká reprezentá
ia zloºenej relá
ie

Najprv tu uvedieme gra�
ké znázornenie obo
h relá
ií R a S v tom

poradí, v akom vystupujú v argumento
h operá
ie R ◦ S :

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Gra�
ká reprezentá
ia zloºenej relá
ie

Najprv tu uvedieme gra�
ké znázornenie obo
h relá
ií R a S v tom

poradí, v akom vystupujú v argumento
h operá
ie R ◦ S :

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Gra�
ká reprezentá
ia zloºenej relá
ie

Gra�
ky znázorni´ zloºenú relá
iu R ◦ S znamená nájs´ také ²ipky,

ktoré spájajú prvky mnoºiny A a C 
ez nejaký prvok mnoºiny B .

Dostaneme tak nasledujú
i obrázok:

1

2

3

8

9

0

R ◦ S = {(1, 8), (1, 9), (1, 0), (2, 0), (3, 9)}.



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Gra�
ká reprezentá
ia zloºenej relá
ie

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0

1

2

3

8

9

0



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Mati
ová reprezentá
ia zloºenej relá
ie

Najprv tu uvedieme mati
ovú reprezentá
iu obo
h relá
ií R a S v

tom poradí, v akom vystupujú v argumento
h operá
ie R ◦ S :

M(R) =





1 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0



 M(S) =







0 1 0

0 0 1

0 0 0

1 0 1







.

Mati
ová reprezentá
ia zloºenej relá
ie R ◦ S má tvar

M(R ◦ S) =





1 1 1

0 0 1

0 1 0



 .



Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Mati
ová reprezentá
ia zloºenej relá
ie

Boolovskú mati
u reprezentujú
u binárnu relá
iu R ◦ S získame ako

boolovský sú£in boolovský
h matí
 M(R) a M(S):

M(R ◦ S) = M(R)×M(S) =

=





1 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0



×







0 1 0

0 0 1

0 0 0

1 0 1







=

=





1 1 1

0 0 1

0 1 0



 .





Binárne relá
ie

Skladanie relá
ií

Veta

Ne
h R ⊆ A× B , S ⊆ B × C a T ⊆ C × D. Potom platí

(R ◦ S) ◦ T = R ◦ (S ◦ T ).

Poznámka

Skladanie binárny
h relá
ií je aso
iatívna operá
ia. Z toho d�vodu

budeme zátvorky vo výrazo
h typu R ◦ S ◦ T vyne
háva´.

D�kaz

Priamo z de�ní
ie operá
ie zloºenia relá
ií dostaneme, ºe

(R ◦ S) ◦ T ⊆ A× D

R ◦ (S ◦ T ) ⊆ A× D.



Sta£í tak dokáza´ tvrdenie

∀a∈A∀d∈D
(
(a, d) ∈ (R ◦ S) ◦ T ↔ (a, d) ∈ R ◦ (S ◦ T )

)
.

Ne
h a ∈ A a d ∈ D sú ©ubovolné prvky. Potom

(a, d) ∈ (R ◦ S) ◦ T ⇔ {z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

∃c∈C
(
(a, c) ∈ R ◦ S ∧ (c , d) ∈ T

)
⇔

{z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

∃c∈C
(

∃b∈B
(
(a, b) ∈ R ∧ (b, c) ∈ S

)
∧ (c , d) ∈ T

)

⇔

∃b∈B
(

(a, b) ∈ R ∧ ∃c∈C
(
(b, c) ∈ S ∧ (c , d) ∈ T

))

⇔

{z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

∃b∈B
(
(a, b) ∈ R ∧ (b, d) ∈ S ◦ T

)
⇔

{z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

(a, d) ∈ R ◦ (S ◦ T ).



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

De�ní
ia

Ne
h R je binárna relá
ia z A do B . Inverznou (opa£nou) relá
iou k

relá
ii R rozumieme binárnu relá
iu R−1

z B do A de�novanú

predpisom

R−1 = {(y , x) ∈ B × A | (x , y) ∈ R}.

Poznámka

Priamo z de�ní
ie dostaneme, ºe

D(R−1) = H(R)

H(R−1) = D(R).



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Poznámka

Ne
h Y ⊆ B . Pretoºe o£ividne platí

R−1 [Y ] =
{
x ∈ A | ∃y∈B

(
y ∈ Y ∧ (x , y) ∈ R

)}

=
{
x ∈ A | ∃y∈B

(
y ∈ Y ∧ (y , x) ∈ R−1

)}
,

mnoºina R−1 [Y ], ktorá je pod©a de�ní
ie vzorom mnoºiny Y v

relá
ií R , je zárove¬ obrazom mnoºiny Y v relá
ii R−1

.



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Príklad

Ne
h R je binárna relá
ia

R = {(1, 4), (1, 7), (2, 5), (3, 4)}

z mnoºiny A = {1, 2, 3} do mnoºiny B = {4, 5, 6, 7}. Potom jej

inverzná relá
ia

R−1 = {(4, 1), (4, 3), (5, 2), (7, 1)}

je binárnou relá
iou z mnoºiny B do mnoºiny A.



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Gra�
ká reprezentá
ia inverznej relá
ie

Najprv tu uvedieme gra�
ké znázornenie relá
ie R :

1

2

3

4

5

6

7

R = {(1, 4), (1, 7), (2, 5), (3, 4)}



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Gra�
ká reprezentá
ia inverznej relá
ie

Najprv tu uvedieme gra�
ké znázornenie relá
ie R :

1

2

3

4

5

6

7



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Gra�
ká reprezentá
ia inverznej relá
ie

Nasledujú
i obrázok gra�
ky znázor¬uje inverznú relá
iu R−1

:

1

2

3

4

5

6

7

Sta£ilo len zmeni´ smer ²ipiek v gra�
kom zobrazení relá
ie R .

R−1 = {(4, 1), (4, 3), (5, 2), (7, 1)}



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Gra�
ká reprezentá
ia inverznej relá
ie

1

2

3

4

5

6

7

1

2

3

4

5

6

7



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Mati
ová reprezentá
ia relá
ie inverznej relá
ie

Najprv tu uvedieme mati
ovú reprezentá
iu relá
ie R :

M(R) =





1 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0



 .

Boolovská mati
a reprezentúju
a inverznú relá
iu R−1

predstavuje

transponovanú mati
u k mati
i M(R):

M(R−1) =







1 0 1

0 1 0

0 0 0

1 0 0







=





1 0 0 1

0 1 0 0

1 0 0 0





T

= M(R)T.



Binárne relá
ie

Inverzná relá
ia

Veta

Ne
h R ⊆ A× B a S ⊆ B × C . Potom platí:

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.

D�kaz

Priamo z de�ní
ie inverznej relá
ie dostaneme, ºe

(R ◦ S)−1 ⊆ C × A ∧ S−1 ◦ R−1 ⊆ C × A.

Sta£í tak dokáza´ tvrdenie

∀z∈C∀x∈A
(
(z , x) ∈ (R ◦ S)−1 ↔ (z , x) ∈ S−1 ◦ R−1

)
.



Ne
h z ∈ C a x ∈ A sú ©ubovolné prvky. Postupnými úpravami

dostaneme

(z , x) ∈ (R ◦ S)−1 ⇔ {z de�ní
ie inverznej relá
ie}

(x , z) ∈ R ◦ S ⇔ {z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

∃y∈B
(
(x , y) ∈ R ∧ (y , z) ∈ S

)
⇔

∃y∈B
(
(y , z) ∈ S ∧ (x , y) ∈ R

)
⇔ {z de�ní
ie inverznej relá
ie}

∃y∈B
(
(z , y) ∈ S−1 ∧ (y , x) ∈ R−1

)
⇔

{z de�ní
ie zloºenej relá
ie}

(z , x) ∈ S−1 ◦ R−1.



Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

De�ní
ia

Ne
h R je binárna relá
ia z A do B . Hovoríme, ºe relá
ia R je

v²ade de�novaná na mnoºine A, ak D(R) = A, t. j.

∀x∈A∃y∈B (x , y) ∈ R .

Poznámka

◮
V grafovej reprezentá
ií sa tento pojem dá popísa´ aj

nasledujú
im sp�sobom. Aby (kone£ná) relá
ia R z A do B

bola v²ade de�novaná na A, tak z kaºdého vr
holu oboru A

musí vies´ aspo¬ jedna hrana do vr
holov kooboru B .

◮
V mati
ovej reprezentá
ií to znamená, ºe boolovská mati
a

v²ade de�novanej relá
ie pozostáva len z taký
h riadkov, ktoré

obsahujú aspo¬ jednu jednotku.





Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

Príklad

Uvaºujme binárnu relá
iu R popísanú grafom:

1

2

3

4

5

6

7

8

Relá
ia R je v²ade de�novaná na mnoºine {1, 2, 3, 4}. Jej inverzná
relá
ia R−1

nie je v²ade de�novaná na svojom obore {5, 6, 7, 8},
pretoºe 6 /∈ D(R−1).



Mati
ová reprezentá
ia relá
ie v²ade de�novanej relá
ie R :

M(R) =







1 0 1 1

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 1







.

Mati
ová reprezentá
ia jej inverznej relá
ie R−1

:

M(R−1) =







1 0 0 1

0 0 0 0

1 1 0 0

1 0 1 1







.

Nie je to v²ade de�novaná relá
ia � druhý riadok obsahuje samé

nuly.



Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n.

◮
Po£et v²ade de�novaný
h relá
ií z A do B je rovný £íslu

(2n − 1)m.

◮
Po£et v²ade de�novaný
h relá
ií R z A do B taký
h, ºe

H(R) = B , je rovný £íslu

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(2n−k − 1)m.



Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

D�kaz 1. tvrdenia

Boolovská mati
a v²ade de�novanej relá
ie z A do B pozostáva len

z tý
h riadkov, ktoré obsahujú aspo¬ jednu jednotku. Kaºdý takýto

riadok m�ºeme vytvori´ 2

n − 1 sp�sobmi. H©adaný po£et je potom

jednodu
hým d�sledkom kombinatori
kého násobia
eho prin
ípu:

m-krát

︷ ︸︸ ︷

(2n − 1) · (2n − 1) · · · · · (2n − 1) = (2n − 1)m.



Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n.

◮
Po£et v²ade de�novaný
h relá
ií z A do B je rovný £íslu

(2n − 1)m.

◮
Po£et v²ade de�novaný
h relá
ií R z A do B taký
h, ºe

H(R) = B , je rovný £íslu

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(2n−k − 1)m.



Binárne relá
ie

V²ade de�nované relá
ie

D�kaz 2. tvrdenia

Ne
h U je mnoºina v²etký
h v²ade de�novaný
h relá
ií z A do B .

Ozna£me Bi pre 1 ≤ i ≤ n mnoºinu tý
h prvkov R z U , ktoré majú

vlastnos´ �i -tý prvok mnoºiny B sa nena
hádza v mnoºine H(R)� .
Pod©a pred
hádzajú
eho tvrdenia v²etky mnoºiny Bi

1

∩ · · · ∩ Bik

majú rovnako ve©a prvkov pre ©ubovolný výber prirodzený
h £ísel k

a 1 ≤ i
1

< · · · < ik ≤ n:

|Bi
1

∩ · · · ∩ Bik | = (2n−k − 1)m.

Pod©a prin
ípu zapojenia a vypojenia h©adaný po£et je rovný £íslu

∣
∣
∣
∣
∣

n⋂

i=1

Bi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
∣
∣
∣
∣
∣

k⋂

i=1

Bi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(2n−k − 1)m.



Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

De�ní
ia

Ne
h R je binárna relá
ia z A do B . Hovoríme, ºe relá
ia R je

jednozna£ná relá
ia, ak

∀x∈A∀y
1

∈B∀y
2

∈B
(
(x , y

1

) ∈ R ∧ (x , y
2

) ∈ R → y
1

= y
2

)
.

Poznámka

◮
V grafovej reprezentá
ií sa tento pojem dá popísa´ aj

nasledujú
im sp�sobom. Aby (kone£ná) relá
ia R z A do B

bola jednozna£ná, tak z kaºdého vr
holu oboru A musí vies´

nanajvý² jedna hrana do vr
holov kooboru B .

◮
V mati
ovej reprezentá
ií to znamená, ºe boolovská mati
a

jednozna£nej relá
ie pozostáva len z taký
h riadkov, ktoré

obsahujú nanajvý² jednu jednotku.





Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

Príklad

Uvaºujme binárnu relá
iu R popísanú grafom:

1

2

3

4

5

6

7

Relá
ia R je jednozna£ná relá
ia z mnoºiny {1, 2, 3, 4} do mnoºiny

{5, 6, 7}. Jej inverzná relá
ia R−1

nie je jednozna£ná relá
ia,

pretoºe (5, 1) ∈ R−1

a (5, 4) ∈ R−1

.



Mati
ová reprezentá
ia jednozna£nej relá
ie R :

M(R) =







1 0 0

0 0 1

0 0 0

1 0 0







.

Mati
ová reprezentá
ia jej inverznej relá
ie R−1

:

M(R−1) =





1 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0



 .

Nie je to jednozna£ná relá
ia � prvý riadok obsahuje totiº dve

jednotky.



Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n.

◮
Po£et jednozna£ný
h relá
ií z A do B je rovný £íslu

(n + 1)m.

◮
Po£et jednozna£ný
h relá
ií R z A do B taký
h, ºe H(R) = B ,

je rovný £íslu

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(n − k + 1)m.



Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

D�kaz 1. tvrdenia

Boolovská mati
a jednozna£nej relá
ie z A do B pozostáva len z

tý
h riadkov, ktoré obsahujú nanajvý² jednu jednotku. Kaºdý takýto

riadok m�ºeme vytvori´ n + 1 sp�sobmi. H©adaný po£et je potom

jednodu
hým d�sledkom kombinatori
kého násobia
eho prin
ípu:

m-krát

︷ ︸︸ ︷

(n + 1) · (n + 1) · · · · · (n + 1) = (n + 1)m.



Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

Veta

Ne
h |A| = m a |B | = n.

◮
Po£et jednozna£ný
h relá
ií z A do B je rovný £íslu

(n + 1)m.

◮
Po£et jednozna£ný
h relá
ií R z A do B taký
h, ºe H(R) = B ,

je rovný £íslu

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(n − k + 1)m.



Binárne relá
ie

Jednozna£né relá
ie

D�kaz 2. tvrdenia

Ne
h U je mnoºina v²etký
h jednozna£ný
h relá
ií z A do B .

Ozna£me Bi pre 1 ≤ i ≤ n mnoºinu tý
h prvkov R z U , ktoré majú

vlastnos´ �i -tý prvok mnoºiny B sa nena
hádza v mnoºine H(R)� .
Pod©a predo²lého tvrdenia v²etky mnoºiny Bi

1

∩ · · · ∩ Bik majú

rovnako ve©a prvkov pre ©ubovolný výber prirodzený
h £ísel k a

1 ≤ i
1

< · · · < ik ≤ n:

|Bi
1

∩ · · · ∩ Bik | = (n − k + 1)m.

Pod©a prin
ípu zapojenia a vypojenia h©adaný po£et je rovný £íslu

∣
∣
∣
∣
∣

n⋂

i=1

Bi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
∣
∣
∣
∣
∣

k⋂

i=1

Bi

∣
∣
∣
∣
∣
=

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)

(n − k + 1)m.



Záver

Organizá
ia predmetu

◮
3. domá
a úloha.

◮
Opravovanie zatia© neskon£ilo.

◮
O jeho skon£ení budete informovaní.

◮
Aº potom m�ºete reklamova´ hodnotenie u svojho 
vi£ia
eho.

◮
Konzultá
ie

◮
Dnes o 15.30, m. I-16.

◮
V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.

◮
4. domá
a úloha:

◮
Rie²enie odovzda´ do MOODLE do dne²ného ve£era.

◮
Rie²enie v editore, nie rukopis.

◮
2. semestrálny test:

◮
V stredu 29. novembra o 18.10 v m. A a B.

◮
Téma: logika, mnoºiny (bez d�kazov mnoºinový
h identít, nie

zobrazenia).

◮
Hodnotenie: 40 bodov.



Záver

Otázky

◮
Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.



Konie
 predná²ky
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