1-AIN-121 Diskrétna matematika (1)

Zimny semester 2023/24
9. prednaska

Jan Komara



Obsah prednasky

Mnoziny
Zakladné mnozinové pojmy
Zakladné mnozinové operacie
Zakladné mnozZinové identity

Zaver



Zakladné mnozinové pojmy

Co je to mnozina? (Cantor, 1895)

Mnozina je suhrn urcitych, dobre rozliSitelnych objektov nasej
predstavy alebo nasho myslenia, tvoriaci jeden celok. Jednotlivé
predmety, ktoré patria do mnoziny, nazyvame prvkami tej mnoziny.

Jazyk tedrie mnozin

Vlastnosti mnozin budeme zapisovat v standardnom logickom
formalizme obohateného o binarny predikatovy symbol €, pre ktory
pozivame infixovl notaciu x € A. Ostatné pojmy, ktoré zavedieme
neskér, definujeme pomocou tohto predikatového symbolu.



Zakladné mnozinové pojmy

Byt prvkom mnoziny
> Zapis x € A znamena ,,0bjekt x je prvkom mnoziny A”.

» Negaciu tvrdenia x € A zapisujeme skratene x ¢ A.

Notacia
Pre zlepsenie Citatel nosti formal jazyka teérie mnozin budeme
pouZivat niektoré skratené oznacenia. Napr.

VxEAplx] = Vx(x € A— p[x])

IxeAp[x] = Ix(x € AN p[x]).

S ostatnymi notaénymi konvenciami sa postupne zozndmime.



Zakladné mnozinové pojmy

Rovnost mnozin
Zapis A = B znamena ,,mnoziny A a B si rovnaké, maji tie isté

prvky®:
A=B < Vx(x € A+ x € B).

Vlastnost sa nazyva axiéma extenzionality. Negaciu tvrdenia A = B
zapisujeme skratene A #£ B.



Zakladné mnozinové pojmy

Vztah inklazie
» Zapis A C B znamena ,mnozina A je podmnozina mnoziny
B*:

AC B+ Vx(xe A— x e B).

Negaciu tvrdenia A C B zapisujeme skratene A ¢ B.

» Zapis A C B znamena ,,mnozina A je vlastnd podmnozina
mnoziny B*:

ACB«ACBAA#B.

Negaciu tvrdenia A C B zapisujeme skratene A ¢ B.



Zakladné mnozinové pojmy

Poznamka

» Pri dokaze rovnosti dvoch mnozin je mozné pouzit vztah
inklazie, pretoze plati nasledujlica ocividna ekvivalencia:

A=B+ ACBABCA
> Ak A a B st podmnoziny nejakej zdkladnej mnoziny U, potom

A=B < VxeU(x € A< x € B)

AC B« VxeU(xe A— x € B).



Zakladné mnozinové pojmy

Priklady mnozin

Niektoré mnoziny st vSeobecne zname. Si to napriklad tieto Ciselné
mnoziny:

» mnozina prirodzenych Cisel N,
» mnozina celych Cisel Z,

» mnozina racionalnych &isel Q,
| 2

mnozina reédlnych Cisel R.



Zakladné mnozinové pojmy

UrCenie mnoziny vymenovanim prvkov
Najjednoduchsi spdsob ako uréit mnoZinu je vymenovat vietky jej
prvky. Zapis

{a1,...,an}
predstavuje kone¢nt mnozinu, ktora pozostava s prvkov ay, ..., ap:
Vx(x € {ar,...,an} ¢ x=a V.- Vx = ay).

Jednoznacnost popisu mnoziny plynie z axiémy extenzionality.



Zakladné mnozinové pojmy

UrCenie mnoziny vydelenim prvkov

BeZznejsi sposob ako zadat mnozinu je vyclenenim (vydelenim) Casti
vopred danej mnoziny pomocou podmienky, ktord maji spinat jej
prvky. Nech ¢[x] je vyrokova forma s jedinou vol'nou premennou x.
Zapis

{x e Alplx}

predstavuje mnozinu pozostavajucej prave s tych prvkov x mnoziny
A, ktoré maja vlastnost ¢[x]:

Vx(x € {x € A| ¢[x]} > x € AN ¢[x]).

Jednoznacnost popisu mnoziny plynie z axiémy extenzionality.



Zakladné mnozinové pojmy

Russellov paradox

Pokus o zosilnenie predchadzajicej definiénej schémy vynechanim
poziadavky, aby sa mnoZina tvorila z vopred danej mnozZiny, méze
viest k logickym protire€eniam. llustrujeme to na nasledujacom
priklade.

Pokasme sa vytvorit mnozinu R, ktorej prvky x maja vlastnost

x ¢ x:

Vx(x € R < x ¢ x). (1)

Predpokladajme, Ze takd mnozina R existuje. Potom pre R
dosadené v (1) za x dostaneme

ReR R¢R.

To je oCividne nepravdivé tvrdenie, dostali sme spor. Dosledok:
mnozina R s vlastnostou (1) neexistuje.



Zakladné mnozinové pojmy

Univerzalna mnozina

Univerzalnou mnozinou rozumieme takd mnozinu, ktora obsahuje
vSetky mnoziny. Ukazeme si, ze takato mnozina neexistuje.
Poktsme sa vytvorit mnozinu V/, ktora obsahuje vSetky mnoziny:

Vx(x € V < x = x). (2)

Predpokladajme, ze takdto mnozina existuje. Vydelenim prvkov z
mnoziny V' pomocou podmienky x ¢ x dostaneme mnozinu

R={xeV|x¢x}
Lahko sa ukéaze, ze pre mnozinu R plati vztah
Vx(x € R <> x ¢ x).

Existencia takejto mnoziny R vedie ale k sporu (Russellov paradox).
Désledok: mnozina V' s vlastnostou (2) neexistuje.



Zakladné mnozinové pojmy

UrCenie mnoziny charakteristickou vlastnostou

Nech ¢[x] je vyrokova forma s jedinou volnou premennou x. Podla
predchadzajlaceho prikladu nemame zarucené, Ze existuje mnozina
urCend touto vlastnostou, t. j. ze plati

IMVx(x € M < ¢[x]).
Ak sa presvedCime, Ze takd mnozina existuje, oznaCime ju takto
{x | elx]}-
V takomto pripade plati
Ux(x € {x | plxl} < ¢lxl).

Jednoznacnost popisu mnoziny plynie z axiémy extenzionality.
Vyrokova forma ¢[x] sa nazyva charakteristicka vlastnost tejto
mnoziny.



Zakladné mnozinové pojmy

Poznamka
» Uréenie mnoziny vymenovanim jej prvkov je $pecialnym
pripadom urcenia mnoZiny charakteristickou vlastnostou:

{a1,...,ant={x|x=aV---Vx=ap}.

» Urcenie mnoziny vydelenim jej prvkov z nejakej mnoziny je
Specialnym pripadom uréenia mnoziny charakteristickou
vlastnostou:

{xeAlplx]} = {x|x e Anplx]}.



Zakladné mnozinové operacie

Uvodna poznamka

> V tejto Casti sa budeme venovat zakladnym mnozinovym
operaciam, ktoré nam umoznia vytvorit jednoduchym
sposobom nové mnozZiny z danych.

» Jednoznacnost popisu jednotlivych mnozinovych operécii
plynie z axiémy extenzionality.

» Pri neformalnom popise mnozinovych operacii a ich vlastnosti
budeme pouzivat Vennove diagramy. Vtedy predpokladame, ze
vsetky mnoziny, s ktorymi pracujeme, si podmnozZiny nejake;
zakladnej mnoziny.



Zakladné mnozinové operacie

Prazdna mnozina
Zapis () oznacuje prazdnu mnozinu:

0 ={x]|x# x}.

Odtial dostdvame, ze Vxx ¢ (), t. j. =Ix x € ().



Zakladné mnozinové operacie

Zjednotenie mnozin
Zapis AU B znamena zjednotenie mnozin A a B:

AUB={x|xeAVvxe B}
Poznamka
Ak A a B st podmnoziny nejakej zdkladnej mnoziny U, potom

AUB={xeU|xeAVvxeB}



Zakladné mnozinové operacie

Prienik mnozin
Zapis AN B znamena prienik mnozin A a B:

ANB={x|xeAAx e B}.
Vsimnime si, Ze plati
ANB={xe€A|xeB}={xeB|xeA}
Poznamka
Ak A a B st podmnoziny nejakej zakladnej mnoziny U, potom

ANB={xeU]|xeAAx¢e B}



Zakladné mnozinové operacie

Rozdiel mnozin
Zapis A\ B znamena rozdiel (diferenciu) mnozin A a B:

A\B={x|xe€ AAx ¢ B}.
Vsimnime si, Ze plati
A\B={xe€ A|x¢ B}.
Poznamka
Ak A a B st podmnoziny nejakej zakladnej mnoziny U, potom

A\B={xeU|xeAAx ¢ B}.



Zakladné mnozinové operacie

Doplnok mnoziny
Nech A je podmnozina nejakej zakladnej mnoziny U. Zapis A
znamend doplnok (komplement) mnoziny A do U:

A={xeU|x¢A}

Vsimnime si, ze plati
A=U\A.

Poznamka

Vsimnime si, Ze v oznaZeni A nie je explicitne uvedena zakladna
mnozina U. Aby sme jednoznacne ur€ili zmysel takéhoto zapisu,
budeme pozivat nasledujiucu konvenciu: doplnkom budeme rozumiet
vzdy doplnok do nejakej zadkladného univerza, ktory je znamy z
kontextu.



Zakladné mnozinové operacie

Potencna mnozina
Zapis P(A) znamena potencnd mnozinu mnoziny A:

P(A) = {B| B C Al.






Zakladné mnozinové operacie

Usporiadané dvojice

» Zapis (x,y) zna&i usporiadan( dvojicu objektov x a y (v
tomto poradi). Prvok x resp. y sa nazyva prva resp. druha
projekcia (sdradnica, zlozka) usporiadanej dvojice.

» Zakladna vlastnost usporiadanych dvojic vyjadruje tento vztah

(x1,%2) = (1, )2) & x1 =y1 Axo = yo.

» Usporiadané dvojice mézeme definovat napriklad takymto
predpisom

(Xay) = {{X}7{X7y}}'



Zakladné mnozinové operacie

Karteziansky sicin dvoch mnozin

Zapis A X B znamena karteziansky sic¢in mnozin A a B:

Ax B={(x,y) | x€e ANy € B},
t .
AxB={z|3xe Ady € Bz=(x,y)}.

Ak obe mnoziny si konecné, tak

[Ax B| = |A[-[B].

Kartezianska druha mocnina
Zapis A? znamena karteziansku druhG mocninu mnoziny A:

A2=AxA={(x,y)|xe Arxe AL



Zakladné mnozinové identity

Vlastnosti zjednotenia a prieniku
Komutativny a asociativny zakon pre zjednotenie

AUB=BUA
AU(BUC)=(AUB)UC.

Komutativny a asociativny zakon pre prienik

ANB=BNA
AN(BNC)=(ANB)NC.

Distributivne zakony pre zjednotenie a prienik

AU(BNC)=(AuB)N(AUC(C)
AN(BUC)=(AnB)U(ANC).



Zakladné mnozinové identity

Vlastnosti rozdielu a doplnku
De Morganove zakony pre rozdiel

A\ (BUC) =(A\B)N(A\ Q)
A\ (BN C)=(A\B)U(A\ Q).
De Morganove zakony pre doplnok

AUB =

b
W

N

bN
wl

ANB =AU



Zakladné mnozinové identity

Tvrdenie
Nech A a B st podmnoziny zdkladnej mnoziny U. Potom plati

ACB<« BCA.
Poznamka
Pri dékaze vyuZijeme tieto vlastnosti:

ACB & VxelU(xe A— x € B)

A={xeU|x¢A}.



Zakladné mnozinové identity

Dékaz

Postupnymi Gpravami dostaneme
A C B & {z definicie podmnoziny}
VxelUxeA—xeB)s
Vx € U(x ¢ B — x ¢ A) < {z definicie doplnku}

Vx € U(x € B — x € A) & {z definicie podmnoziny}

B C A.



Zakladné mnozinové identity

Lema
Nech A, B, C si [ubovolné mnoziny. Potom plati

CCANB+< CCAANCCB.

Poznamka
Pri dékaze vyuZijeme tieto vlastnosti:

ACB < Vx(xe A= xeB)

ANB={x|xeAAx e B}



Zakladné mnozinové identity

Dékaz

Postupnymi Gpravami dostaneme

C C AN B & {z definicie podmnoziny}

Vx(x € C — x € AN B) < {z definicie prieniku}

Vx(xe C—o>x€eAAXEB)&

Vx((xe C—oxecAAN(xeC—xeB))<

Vx(x e C > x €A AVx(xe C > x€eB)&
{z definicie podmnoziny}

CCANCCB.



Zakladné mnozinové identity

Tvrdenie
Nech A, B st lubovolné mnoziny. Potom plati

P(AN B) = P(A) N P(B).

Poznamka
Pri dékaze vyuZijeme tieto vlastnosti:

A=B < Vx(x e A< x € B)
ANB={x|xeAAxe B}

P(A) = {B| B C A}.



Zakladné mnozinové identity

Dékaz

Podl'a axiémy extenzionality sta&i dokazat, ze plati
VC(C eEP(ANB)+ CeP(AN P(B)).
Zvolme si [ubovolnt mnozinu C. Postupnymi Gpravami dostaneme

C € P(AN B) & {z definicie potenénej mnoziny}
C C AN B < {predchadzajica lema}

C C AN C C B < {z definicie potencnej mnoziny}
C € P(A) A C € P(B) < {z definicie prieniku}

C € P(A) N P(B).



Zakladné mnozinové identity

Tvrdenie
Nech A a B st mnoziny. Potom plati

ACB+ ANB=A.

Poznamka
Pri dékaze vyuZijeme tieto vlastnosti:

A=B < Vx(x e A< x e B)
ACB & Vx(xe A= xeB)

ANB={x|xeAAxe B}



Zakladné mnozinové identity

Dékaz

Postupnymi Gpravami dostaneme
AN B =A< {podla axiému extenzionality}
Vx(x € AN B« x € A) & {z definicie prieniku}
Vx(x e ANxe B+ xeA) e
Vx((x e ANxeEB s xcAAN(xeA=-xEANXEB)) &
Vx(x e ANxeEB s xeAAVx(xe A= x€e AANXxEB) &
Vx(x € A — x € B) < {z definicie podmnoziny}

ACB.



Zakladné mnozinové identity

Tvrdenie
Nech A a B st mnoziny. Potom plati

ACB+ ANB=A.

Poznamka
Pri dékaze vyuZijeme tieto vlastnosti:

A=B+—ACBABCA
ANBCA
CCANB+< CCAANCCB

ACA.



Zakladné mnozinové identity

Dékaz

Postupnymi Gpravami dostaneme

AnB=AY

ANBCANAC ANBYE

AcAnBY



Zaver

Literatara (mnoziny)

> Jajcayova, T., Komara, J.: vlastné elektronické texty
zverejhované na webovej stranke predmetu.

» Grimaldi, R. P.: Discrete and Combinatorial Mathematics.
Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.

» Bukovsky, L.: Mnoziny a vselico okolo nich. Kosice: Univerzita
Pavla Jozefa Safarika, 2005 (2. vydanie).

Dopliujaca literatara (mnoziny)

» Olejar, D., Skoviera, M.: Diskrétna matematika 1: Uvod do
tedrie mnozin, tedrie booleovskych funkcii a matematickej
logiky. Bratislava: Univerzita Komenského, 1992.

» Olejar, D., Skoviera, M.: Uvod do diskrétnych matematickych
Struktir. 2007. Elektronicky uéebny text, 2007, Pristupny len z
UK: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf






Zaver

Organizacia predmetu

» Konzultacie
» Dnes o 14.30, m. |-16.
» V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.
» 3. domaéca uloha:
» Riesenie odovzdat do MOODLE do dnesného vecera.
» Riesenie v editore, nie rukopis.
» 4. doméca Gloha
» Zadanie sa objavi na nasom webe zajtra.
» Odovzdat do pondelka 20. novembra.
> 1. semestralny test:

» V stredu 29. novembra 0 18.10 v m. A a B.
» Téma: logika, mnoziny.
» Hodnotenie: 40 bodov.



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.
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