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Matemati
ké d�kazy

Základné druhy matemati
ký
h d�kazov

◮
Leibnizovo pravidlo

◮
Leibnizovo pravidlo pre rovnos´

◮
Leibnizovo pravidlo pre ekvivalen
iu

◮
D�kaz impliká
ie

◮
Priamy d�kaz

◮
Nepriamy d�kaz

◮
D�kaz sporom

◮
D�kaz rozborom prípadov

◮
D�kaz myslenou kon²truk
iou

◮
D�kaz induk
iou

◮
Matemati
ká induk
ia

◮
Silná matemati
ká induk
ia

◮
Úplna matemati
ká induk
ia

◮
Induk
ia s mierou





Matemati
ká induk
ia

Prin
íp matemati
kej induk
ie

De�ní
ia

Pre kaºdú formulu ϕ[x ], prin
íp matemati
kej induk
ie pod©a

premennej x pre formulu ϕ je nasledujú
e tvrdenie:

ϕ[0] ∧ ∀x(ϕ[x ]→ ϕ[x + 1])→ ∀xϕ[x ].

Induk£ná formula ϕ m�ºe obsahova´ okrem induk£nej premennej x

aj iné volné premenné ako parametre.

◮
Formula ϕ[0] sa nazýva báza (základný krok) induk
ie.

◮
Formula ∀x(ϕ[x ]→ ϕ[x + 1]) nazýva induk£ný krok.

◮
Formula ϕ[x ] sa nazýva induk£ný predpoklad.

◮
Formula ϕ[x + 1] sa nazýva záver induk£ného kroku.





Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Fibona

iho postupnos´

Je to postupnos´ prirodzený
h £ísel fn de�novaná vz´ahom:

f
0

= 0

f
1

= 1

fn+2

= fn+1

+ fn.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 . . .





Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Výpo£et

Výpo£tová postupnos´ pre f
5

:

f
5

= f
4

+ f
3

= f
3

+ f
2

+ f
3

= f
2

+ f
1

+ f
2

+ f
3

=

f
1

+ f
0

+ f
1

+ f
2

+ f
3

= 1+ f
0

+ f
1

+ f
2

+ f
3

=

1+ 0+ f
1

+ f
2

+ f
3

= 1+ f
1

+ f
2

+ f
3

= 1+ 1+ f
2

+ f
3

=

2+ f
2

+ f
3

= 2+ (f
1

+ f
0

) + f
3

= 2+ (1+ f
0

) + f
3

=

2+ (1+ 0) + f
3

= 2+ 1+ f
3

= 3+ f
3

= 3+ (f
2

+ f
1

) =

3+ (f
1

+ f
0

+ f
1

) = 3+ (1+ f
0

+ f
1

) = 3+ (1+ 0+ f
1

) =

3+ (1+ f
1

) = 3+ (1+ 1) = 3+ 2 = 5.



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Výpo£tový strom
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Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Efektívny výpo£et Fibona

iho postupnosti

Pythonovský program, ktorý po£íta fn:

def f(n):

if n == 0:

return(0)

else:

n = n-1

a, b = 1, 0

while n != 0:

n, a, b = n-1, a+b, a

return(a)

Po£et krokov výpo£tu je lineárny vzh©adom k vstupu n.



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Výpo£tový strom

f
5

f
4

f
3

f
2

f
1

f
0

f
1

f
2

f
3



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Veri�ká
ia programu

◮
Tvrdíme, ºe program po£íta fn.

◮
Sta£í ukáza´, ºe nasledujú
i podprogram po£íta fn+1

:

a, b = 1, 0

while n != 0:

n, a, b = n-1, a+b, a

return(a)



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Ako to dokáza´?

Výstup tejto £asti programu

while n != 0:

n, a, b = n-1, a+b, a

return(a)

závisí od hodn�t premenný
h n, a a b. Ozna£me si ho g(n, a, b).
Sta£í teda dokáza´ túto rovnos´:

g(n, 1, 0) = fn+1

.

Pri d�kaze vyuºijeme, ºe platí

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a).



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Iterá
ia deklaratívne

Uvaºujme ternárnu funk
iu g de�novanú primitívnou rekurziou so

substitú
iou v obo
h parametro
h:

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a).

Tvrdíme, ºe platí rovnos´

g(n, 1, 0) = fn+1

.

D�kaz

Dokáºeme to matemati
kou induk
iou pod©a n.



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Báza induk
ie

Pre n = 0 tvrdenie platí, pretoºe

g(0, 1, 0) = 1 = f
1

= f
0+1

.

Induk£ný krok

Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre n:

g(n, 1, 0) = fn+1

. (IP)

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe platí aj pre n + 1:

g(n + 1, 1, 0) = g(n, 1+ 0, 1) = g(n, 1, 1) = ?.

Nedokázali sme to!



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Iterá
ia deklaratívne

Uvaºujme ternárnu funk
iu g de�novanú primitívnou rekurziou so

substitú
iou v obo
h parametro
h:

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a).

Tvrdíme, ºe platí rovnos´

g(n, 1, 0) = fn+1

.



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Výpo£tový strom
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Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Lema

Pre kaºdé prirodzené £íslo n a k platí

g(n, fk+1

, fk) = fn+1+k .

D�kaz

Dokáºeme to matemati
kou induk
iou pod©a n.

Báza induk
ie

Pre n = 0 tvrdenie platí, pretoºe

g(0, fk+1

, fk) = fk+1

= f
0+1+k .



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Induk£ný krok

Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre n:

g(n, fk+1

, fk) = fn+1+k . (IP)

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe platí aj pre n + 1:

g(n + 1, fk+1

, fk) = fn+1+1+k .

Postupnými úpravami dostaneme

g(n + 1, fk+1

, fk) = g(n, fk+1

+ fk , fk+1

) = g(n, fk+2

, fk+1

) = ?.

Nedokázali sme to!



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Lema

Pre kaºdé prirodzené £íslo n platí

∀k g(n, fk+1

, fk) = fn+1+k .

D�kaz

Dokáºeme to matemati
kou induk
iou pod©a n.

Báza induk
ie

Pre n = 0 tvrdenie platí, pretoºe

g(0, fk+1

, fk) = fk+1

= f
0+1+k

pre ©ubovolné £íslo k .



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Induk£ný krok

Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre n:

∀k g(n, fk+1

, fk) = fn+1+k . (IP)

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe platí aj pre n + 1:

∀k g(n + 1, fk+1

, fk) = fn+1+1+k .

Zvo©me si ©ubovolné £íslo k . Postupnými úpravami dostaneme

g(n + 1, fk+1

, fk) = g(n, fk+1

+ fk , fk+1

) = g(n, fk+2

, fk+1

)

IP

= fn+1+k+1

= fn+1+1+k .

V²imnime si, ºe sme IP pouºili s parametrom k + 1 a nie s k!



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

D�kaz korektnosti programu

V pred
hádzajú
ej leme sme dokázali, ºe rovnos´

g(n, fk+1

, fk) = fn+1+k (1)

platí pre kaºdé prirodzené £íslo n a k . Teraz uº m�ºeme dokáza´

poºadovanú identitu

g(n, 1, 0) = fn+1

,

ktorá tvrdí, ºe na²a efektívna implementá
ia Fibona

iho

postupnosti je korektná. Postupnými úpravami dostaneme

g(n, 1, 0) = g(n, f
1

, f
0

)
(1)

= fn+1+0

= fn+1

.





Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

f
0

= 0 f
1

= 1 fn+2

= fn+1

+ fn

Imperatívny program

Efektívny výpo£et postupnosti fn v paradigme imperatívneho

programovania:

def f(n):

if n == 0:

return(0)

else:

n = n-1

a, b = 1, 0

while n != 0:

n, a, b = n-1, a+b, a

return(a)



Matemati
ká induk
ia

Veri�ká
ia iteratívneho programu (while 
yklus)

Deklaratívny program

Efektívny výpo£et postupnosti fn v paradigme deklaratívneho

programovania:

g(0, a, b) = a

g(n + 1, a, b) = g(n, a + b, a)

f
0

= 0

fn+1

= g(n, 1, 0).

Program pre g má tvar 
hvostovej rekurzie. Optimalizujú
i

kompilátor nahradí takúto rekurziu jednodu
hým skokom;

nevyºaduje sa pouºitie v²eobe
néhop me
hanizmu pre volanie

funk
ie. Vznikne tak program podobný imperatívnemu 
yklu.



Úplna matemati
ká induk
ia

Prin
íp úplnej matemati
kej induk
ie

De�ní
ia

Pre kaºdú formulu ϕ[x ], prin
íp úplnej matemati
kej induk
ie pod©a

premennej x pre formulu ϕ je nasledujú
e tvrdenie:

∀x (∀y(y < x → ϕ[y ])→ ϕ[x ])→ ∀xϕ[x ].

Induk£ná formula ϕ m�ºe obsahova´ okrem induk£nej premennej x

aj iné volné premenné ako parametre.

◮
Formula ∀x (∀y(y < x → ϕ[y ])→ ϕ[x ]) sa nazýva induk£ný

krok.

◮
Formula ∀y(y < x → ϕ[y ]) sa nazýva induk£ný predpoklad.

◮
Formula ϕ[x ] sa nazýva záver induk£ného kroku.

Nota£ná konven
ia:

∀x (∀y < x ϕ[y ]→ ϕ[x ])→ ∀xϕ[x ].





Úplna matemati
ká induk
ia

Prin
íp úplnej matemati
kej induk
ie

Veta

Prin
íp úplnej matemati
kej induk
ie je platný logi
ký prin
íp nad

oborom prirodzený
h £ísel.

D�kaz

Predpokladajme, ºe formula φ[x ] je progresívna:

∀x
(

∀y < x φ[y ]→ ϕ[x ]
)

. (1)

Ch
eme ukáza´, ºe ϕ[x ] platí pre kaºdé prirodzené £íslo x .

Najprv dokáºeme túto pomo
nú vlastnos´:

∀n∀z < n φ[z ]. (2)

Dokáºeme ju (oby£ajnou) matemati
kou induk
iou pod©a n.

◮
V základnom kroku netreba ni£ dokazova´.



Úplna matemati
ká induk
ia

Prin
íp úplnej matemati
kej induk
ie

◮
V induk£nom kroku predpokladajme, ºe platí

∀y < nφ[y ]. (IP)

Vyberme ©ubovolné z < n + 1 a uvaºujme dva prípady.

◮
Ak z < n potom φ[z] plynie z IP.

◮
Ak z = n potom z (1) pre x rovné z dostaneme

∀y < n φ[y ]→ φ[z].

Teraz sta£í aplikova´ IP a dostaneme, ºe φ[z] platí.

Tým sme dokázali pomo
nú vlastnos´ (2).

Ne
h x je ©ubovolné prirodzené £íslo. Platnos´ φ[x ] plynie okamºite

z (2); sta£í tam totiº poloºi´ n rovné x + 1 and z rovné x .



Úplna matemati
ká induk
ia

Vzorový príklad

Poznámka

Na nasledujú
om probléme ilustrujeme prin
íp úplnej matemati
kej

induk
ie.

Ozna£enie

◮ x | y , ak prirodzené £íslo x delí prirodzené £íslo y .

◮ Pr(x), ak prirodzené £íslo x je prvo£íslo.

Veta

∀x(x > 1→ ∃p(Pr(p) ∧ p | x)).

D�kaz

Tvrdenie dokáºeme úplnou matemati
kou induk
iou.



Úplna matemati
ká induk
ia

Vzorový príklad

Induk£ný krok

Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre kaºdé y < x :

∀y < x(y > 1→ ∃p(Pr(p) ∧ p | y)). (IP)

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe platí aj pre x :

x > 1→ ∃p(Pr(p) ∧ p | x)

Ne
h x > 1. Uvaºujeme dva prípady.

◮
�íslo x je prvo£íslo. Sta£í poloºi´ p rovné x .

◮
�íslo x je zloºené £íslo. Vtedy x sa dá zapísa´ v tvare x = yz ,

kde y je £íslo sp¨¬ajú
e nerovnos´ 1 < y < x . Z induktívneho

predpokladu dostaneme, ºe existuje prvo£íslo p, ktoré delí y.

Potom p delí aj x . Na²li sme tak prvo£íselného delite©a £ísla x .



Induk
ia s mierou

Prin
íp induk
ie s mierou

Ozna£enie

~x ≡ x
1

, . . . , xn.

De�ní
ia

Pre kaºdú formulu ϕ[~x ], prin
íp induk
ie s mierou µ[~x ] pre formulu

ϕ je nasledujú
e tvrdenie:

∀~x (∀~y(µ[~y ] < µ[~x ]→ ϕ[~y ])→ ϕ[~x ])→ ∀~xϕ[~x ].

Induk£ná formula ϕ m�ºe obsahova´ okrem induk£ný
h premenný
h

~x aj iné volné premenné ako parametre.

◮
Formula ∀~x (∀~y(µ[~y ] < µ[~x ]→ ϕ[~y ])→ ϕ[~x ]) sa nazýva

induk£ný krok.

◮
Formula ∀~y(µ[~y ] < µ[~x ]→ ϕ[~y ]) sa nazýva induk£ný

predpoklad.

◮
Formula ϕ[~x ] sa nazýva záver induk£ného kroku.





Induk
ia s mierou

Prin
íp induk
ie s mierou

Veta

Prin
íp induk
ie s mierou je platný logi
ký prin
íp nad oborom

prirodzený
h £ísel.

D�kaz

Predpokladajme, ºe formula φ[x ] je progresívna:

∀~x (∀~y(µ[~y ] < µ[~x ]→ ϕ[~y ])→ ϕ[~x ]) . (1)

Ch
eme ukáza´, ºe ϕ[~x ] platí pre v²etky prirodzené £ísla
~x .

Najprv dokáºeme túto pomo
nú vlastnos´:

∀n∀~z(µ[~z ] < n→ φ[~z ]). (2)

Dokáºeme ju (oby£ajnou) matemati
kou induk
iou pod©a n.

◮
V základnom kroku netreba ni£ dokazova´.



Induk
ia s mierou

Prin
íp induk
ie s mierou

◮
V induk£nom kroku predpokladajme, ºe platí

∀~y(µ[~y ] < n→ φ[~y ]). (IP)

Vyberme ©ubovolné
~z : µ[~z ] < n + 1 a uvaºujme dva prípady.

◮
Ak µ[~z ] < n potom φ[~z ] plynie z IP.

◮
Ak µ[~z ] = n potom z (1) pre

~x rovné
~z dostaneme

∀~y (µ[~y ] < n→ ϕ[~y ])→ ϕ[~z ].

Teraz sta£í aplikova´ IP a dostaneme, ºe φ[~z ] platí.

Tým sme dokázali pomo
nú vlastnos´ (2).

Ne
h
~x sú ©ubovolné prirodzené £ísla. Platnos´ φ[~x ] plynie okamºite

z (2); sta£í tam totiº poloºi´ n rovné µ[~x ] + 1 and
~z rovné

~x .



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Príklad

Uvaºujme postupnos´ prirodzený
h £ísel fn de�novanú vz´ahom:

f
0

= 0

f
1

= 1

fn+2

= fn+1

+ fn + n.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

fn 0 1 1 3 6 12 22 39 67 113 188 . . .



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Výpo£tový strom

f
5

f
4

f
3

f
2

f
1

f
0

f
1

f
2

f
1

f
0

f
3

f
2

f
1

f
0

f
1



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Efektívny výpo£et postupnosti

Pythonovský program, ktorý po£íta fn:

def f(n):

if n == 0:

return(0)

else:

n = n-1

a, b = 1, 0

for i in range(0, n):

a, b = a+b+i, a

return(a)

Po£et krokov výpo£tu je lineárny vzh©adom k vstupu n.



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Výpo£tový strom
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Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Veri�ká
ia programu

◮
Tvrdíme, ºe program po£íta fn.

◮
Sta£í ukáza´, ºe nasledujú
i podprogram po£íta fn+1

:

a, b = 1, 0

for i in range(0, n):

a, b = a+b+i, a

return(a)



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Ako to dokáza´?

Uvaºujme takéto zobe
nenie predo²lého for 
yklu

for i in range(m, n):

a, b = a+b+i, a

return(a)

Výstup tohoto programu závisí od od hodn�t premenný
h m, n, a a

b. Ozna£me si ho g(m, n, a, b). Sta£í teda dokáza´ túto rovnos´:

g(0, n, 1, 0) = fn+1

.

Pri d�kaze vyuºijeme, ºe platí

m ≥ n→ g(m, n, a, b) = a

m < n→ g(m, n, a, b) = g(m + 1, n, a + b +m, a).



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Modi�kované od£ítanie

x .− y =

{

x − y ak x ≥ y ,

0 ak x ≤ y .

Iterá
ia deklaratívne

Uvaºujme kvartérnu funk
iu g de�novanú rekurzívne predpisom

g(i , n, a, b) =

{

a ak i ≥ n,

g(i + 1, n, a + b + i , a) ak i < n.
.

Je to korektná rekurzívna de�ní
ia s mierou n .− i ; platí totiº

i < n→ n .− (i + 1) < n .− i .

Tvrdíme, ºe platí rovnos´

g(0, n, 1, 0) = fn+1

.



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Výpo£tový strom
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Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Lema

Pre kaºdé prirodzené £ísla i a n platí

i ≤ n→ g(i , n, fi+1

, fi ) = fn+1

. (1)

D�kaz korektnosti programu

Teraz uº m�ºeme dokáza´ poºadovanú identitu

g(0, n, 1, 0) = g(0, n, f
1

, f
0

)
(1)

= fn+1

.



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

D�kaz lemy

Tvrdenie dokáºeme induk
iou s mierou n .− i . Ne
h i a n sú

©ubovolné £ísla také, ºe platí

∀j∀m (m .− j < n .− i → j ≤ m→ g(j ,m, fj+1

, fj ) = fm+1

) . (IP)

Predpokladajme ¤alej, ºe i ≤ n. Uvaºujme dva prípady.

◮
Ne
h i = n. Z de�ní
ie funk
ie g okamºite dostaneme, ºe

g(n, n, fn+1

, fn) = fn+1

.

◮
Ne
h i < n. Odtia© i < i + 1 ≤ n a preto

g(i , n, fi+1

, fi) = g(i + 1, n, fi+1

+ fi + i , fi+1

)

= g(i + 1, n, fi+2

, fi+1

)
IP

= fn+1

.



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

f
0

= 0 f
1

= 1 fn+2

= fn+1

+ fn + n

Imperatívny program

Efektívny výpo£et postupnosti fn v paradigme imperatívneho

programovania:

def f(n):

if n == 0:

return(0)

else:

n = n-1

a, b = 1, 0

for i in range(0, n):

a, b = a+b+i, a

return(a)



Induk
ia s mierou

Veri�ká
ia iteratívneho programu (for 
yklus)

Deklaratívny program

Efektívny výpo£et postupnosti fn v paradigme deklaratívneho

programovania:

g(i , n, a, b) = a← i ≥ n

g(i , n, a, b) = g(n, a + b + i , a)← i < n

f
0

= 0

fn+1

= g(0, n, 1, 0).

Program pre g má tvar 
hvostovej rekurzie. Optimalizujú
i

kompilátor nahradí takúto rekurziu jednodu
hým skokom;

nevyºaduje sa pouºitie v²eobe
néhop me
hanizmu pre volanie

funk
ie. Vznikne tak program podobný imperatívnemu 
yklu.



Záver

Organizá
ia predmetu

◮
Konzultá
ie

◮
Dnes o 14.30, m. I-16.

◮
V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.

◮
3. domá
a úloha

◮
Zadanie nájdete na webe predmetu.

◮
Rie²enie odovzda´ do MOODLE najnesk�r v pondelok 13.

novembra.



Záver

Otázky

◮
Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.



Konie
 predná²ky
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