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Matematické dékazy

Zakladné druhy matematickych dékazov

> Leibnizovo pravidlo

» Leibnizovo pravidlo pre rovnost

» Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu
» Dokaz implikacie

» Priamy dokaz

» Nepriamy dokaz

» Dokaz sporom
» Dékaz rozborom pripadov

» Dokaz myslenou konstrukciou
» Dékaz indukciou
» Matematicka indukcia
» Silnd matematicka indukcia
» Uplna matematicka indukcia
» Indukcia s mierou






Matematicka indukcia

Princip matematickej indukcie
Definicia
Pre kazdi formulu ¢[x], princip matematickej indukcie podla
premennej x pre formulu ¢ je nasledujice tvrdenie:

©[0] AVx(@[x] = @[x + 1]) = Vx¢[x].

Indukéna formula ¢ mo6ze obsahovat okrem indukénej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.

» Formula ¢[0] sa nazyva baza (zakladny krok) indukcie.

» Formula Vx(¢[x] — ¢[x + 1]) nazyva indukény krok.

» Formula ¢[x] sa nazyva indukény predpoklad.
» Formula ¢[x + 1] sa nazyva zaver indukéného kroku.






Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Fibonacciho postupnost

Je to postupnost prirodzenych Cisel £, definovana vztahom:
=0
fi=1
fn+2 = fpt1 + fn'







Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Vypocet
Vypoctova postupnost pre fs:

fi=fa+fh=Ff+h+h=hH+Ai+h+h=
At+h+h+th+h=1+h+h+h+h=
1+0+h+h+h=1+h+h+th=1+1+hHh+f=
2+ hHh+h=2+(A+f)+H=2+(1+1f)+fH=
2+(1+0)+A=2+1+f=3+hH=3+(L+f)=
3+(A+fh+h)=3+(1+h+A)=3+(1+0+A)=

3+(1+A)=3+(1+1)=3+2=5.



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Vypoctovy strom




Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Efektivny vypocet Fibonacciho postupnosti
Pythonovsky program, ktory pocita 7,:

def f(n):

if n ==
return(0)

else:
n = n-1
a, b=1, 0
while n !'= O:

n, a, b = n-1, atb, a

return(a)

Pocet krokov vypoctu je linedrny vzhladom k vstupu n.



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Vypoctovy strom



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Verifikacia programu
» Tvrdime, ze program pocita f,.
» Staci ukazat, ze nasledujici podprogram pocita f41:
a, b=1,0
while n != 0:
n, a, b = n-1, atb, a
return(a)



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Ako to dokazat?
Vystup tejto Casti programu

while n != 0:
n, a, b = n-1, atb, a
return(a)

zavisi od hodn6t premennych n, a a b. Oznaéme si ho g(n, a, b).
Staci teda dokazat tato rovnost:

g(n’ 170) = In41-
Pri dokaze vyuzijeme, Ze plati

g(0,a,b)=a
g(n+1,a,b) = g(n,a+b,a).



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Iteracia deklarativne
Uvazujme ternarnu funkciu g definovania primitivnou rekurziou so
substiticiou v oboch parametroch:

g(0,a,b)=a
g(n+1,a,b) = g(n,a+b,a).

Tvrdime, Ze plati rovnost

g(n,1,0) = fpi1.

Dékaz

Dokazeme to matematickou indukciou podla n.



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Baza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

g(O,l,O) =1= fl = f0+1.

Indukény krok
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n:

g(n,1,0) = fot1. (1P)
To je indukény predpoklad. Dokazeme, ze plati aj pre n+ 1:
g(n+1,1,0)=g(n,1+0,1) =g(n,1,1)="7.

Nedokazali sme to!



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Iteracia deklarativne
Uvazujme ternarnu funkciu g definovania primitivnou rekurziou so
substiticiou v oboch parametroch:

g(0,a,b)=a
g(n+1,a,b) = g(n,a+b,a).

Tvrdime, Ze plati rovnost

g(n,1,0) = fpi1.



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Vypoctovy strom



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Lema
Pre kazdé prirodzené Cislo n a k plati

g(”u fk+1, fk) = fn+1+k-

Dékaz

Dokazeme to matematickou indukciou podla n.

Baza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

g(0, i1, fx) = fir1 = foy14k-



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Indukény krok
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n:

g(n, fi1s fi) = fat1tk (IP)
To je indukény predpoklad. Dokazeme, ze plati aj pre n+ 1:
g(n+1,fii1, f) = fay1414k-
Postupnymi Gpravami dostaneme
g(n+1,fier, fi) = g(n, fiyr + fie, fir) = g(n, firz, fipr) = 7.

Nedokazali sme to!



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Lema
Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

Vk g(”u fk+17 fk) = Tn41+k-

Dékaz

Dokazeme to matematickou indukciou podla n.

Baza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

g(0, g1, fi) = fuqr1 = fot14xk

pre [ubovolné Eislo k.



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Indukény krok
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n:

ng(nv fk+17 fk) = In+1+k- (IP)

To je indukény predpoklad. Dokazeme, ze plati aj pre n+ 1:

Vkg(n+1,fitr, f) = fari414k-

Zvol'me si [ubovolné Cislo k. Postupnymi Gipravami dostaneme

gn+1,fip1, fic) = g(n, fisr + fi, fes1) = &(n, feg2, fiet1)
P

= Tn+14+k+1 = In+1+1+k-

Vsimnime si, Ze sme IP pouzili s parametrom k + 1 a nie s k!



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Dékaz korektnosti programu
V predchadzajacej leme sme dokazali, Ze rovnost

g(n, fit1, fk) = for1k (1)

plati pre kazdé prirodzené Cislo n a k. Teraz uz mézeme dokazat
pozadovani identitu

g(n’ 170) = In+1,

ktora tvrdi, Ze nasa efektivna implementacia Fibonacciho
postupnosti je korektna. Postupnymi Gpravami dostaneme

1
g(”v 1,0) = g(”, fi, fo) (:) farito = fay1.






Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)
fo=0 =1 fn+2:fn+1+fn

Imperativny program
Efektivny vypocet postupnosti f, v paradigme imperativneho
programovania:

def f(n):

if n ==
return(0)

else:
n = n-1
a, b=1, 0
while n !'= O:

n, a, b = n-1, atb, a

return(a)



Matematicka indukcia

Verifikacia iterativneho programu (while cyklus)

Deklarativny program

Efektivny vypocet postupnosti f, v paradigme deklarativneho
programovania:

g(0,a,b) =a
g(n+1,ab)=g(na+b,a)
fy=0
far1 = g(n,1,0).

Program pre g ma tvar chvostovej rekurzie. Optimalizujici
kompilator nahradi takato rekurziu jednoduchym skokom;
nevyzaduje sa pouzitie vieobecnéhop mechanizmu pre volanie
funkcie. Vznikne tak program podobny imperativnemu cyklu.



Uplna matematicka indukcia

Princip aplnej matematickej indukcie
Definicia
Pre kazda formulu ¢[x], princip aplnej matematickej indukcie podla
premennej x pre formulu ¢ je nasledujice tvrdenie:

Vx (Vy(y < x = oly]) = ¢lx]) — Vxp[x].

Indukéna formula ¢ mo6ze obsahovat okrem indukénej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.

» Formula Vx (Vy(y < x — ¢[y]) = ¢[x]) sa nazyva indukény
krok.

» Formula Yy(y < x — ¢[y]) sa nazyva indukény predpoklad.
» Formula ¢[x] sa nazyva zaver indukéného kroku.

Notaéna konvencia:

Vx (Vy < xelyl = ¢lx]) = Vxplx].






Uplna matematicka indukcia

Princip aplnej matematickej indukcie

Veta

Princip dplnej matematickej indukcie je platny logicky princip nad

oborom prirodzenych Cisel.

Dékaz
Predpokladajme, ze formula ¢[x] je progresivna:

Vx(Vy < x ¢[y] — ¢[x]).
Chceme ukazat, ze ¢[x] plati pre kazdé prirodzené &islo x.
Najprv dokazeme tato pomocn vlastnost:

VnVz < n¢[z].

Dokazeme ju (obycajnou) matematickou indukciou podla n.

» V zikladnom kroku netreba ni¢ dokazovat.



Uplna matematicka indukcia

Princip aplnej matematickej indukcie

» V indukénom kroku predpokladajme, ze plati

Vy < nglyl. (1P)

Vyberme [ubovolné z < n+ 1 a uvazujme dva pripady.

» Ak z < n potom ¢[z] plynie z IP.
» Ak z = n potom z (1) pre x rovné z dostaneme

Yy < noly] — ¢[z].

Teraz staci aplikovat IP a dostaneme, ze ¢[z] plati.

Tym sme dokazali pomocna vlastnost (2).

Nech x je lubovolné prirodzené Cislo. Platnost ¢[x] plynie okamzite
z (2); staci tam totiz polozit n rovné x + 1 and z rovné x.



Uplna matematicka indukcia
Vzorovy priklad

Poznamka
Na nasledujacom probléme ilustrujeme princip Gplnej matematickej
indukcie.

Oznacenie
» x|y, ak prirodzené Cislo x deli prirodzené Eislo y.

» Pr(x), ak prirodzené cislo x je prvocislo.
Veta

Vx(x > 1 — 3p(Pr(p) A p|x)).

Dékaz

Tvrdenie dokazeme Gplnou matematickou indukciou.



Uplna matematicka indukcia
Vzorovy priklad

Indukény krok
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre kazdé y < x:

Vy <x(y >1—3p(Pr(p) Aply)). (IP)
To je indukény predpoklad. Dokazeme, ze plati aj pre x:
x>1— 3p(Pr(p) A p|x)

Nech x > 1. Uvazujeme dva pripady.
» Cislo x je prvocislo. Staéi polozit p rovné x.
» Cislo x je zloienfe Cislo. Vtedy x sa da zapisat v tvare x = yz,
kde y je Cislo splhajace nerovnost 1 < y < x. Z induktivneho

predpokladu dostaneme, Ze existuje prvocislo p, ktoré deli y.
Potom p deli aj x. Nasli sme tak prvociselného delitela Cisla x.



Indukcia s mierou

Princip indukcie s mierou

Oznacenie

Definicia
Pre kazdi formulu ¢[x], princip indukcie s mierou u[x] pre formulu
@ je nasledujice tvrdenie:

VX (Y (uly] < plx] = oly]) = ¢[x]) = VXplX].

Indukéna formula ¢ moze obsahovat okrem indukénych premennych
X aj iné volné premenné ako parametre.
» Formula VX (Vy(uly] < p[x] — ¢ly]) — ¢[X]) sa nazyva
indukény krok.

» Formula Vy(u[y] < p[X] — ¢[y]) sa nazyva indukény
predpoklad.
» Formula ¢[x] sa nazyva zaver indukéného kroku.






Indukcia s mierou

Princip indukcie s mierou

Veta
Princip indukcie s mierou je platny logicky princip nad oborom
prirodzenych Cisel.

Dékaz

Predpokladajme, ze formula ¢[x] je progresivna:

VX (Vy(uly] < plx] = ¢ly]) = ¢[x]) -
Chceme ukazat, ze ¢[x] plati pre v3etky prirodzené Cisla X.
Najprv dokazeme tato pomocn vlastnost:

Vnv2(ul2] < n - o[2).

Dokazeme ju (obycajnou) matematickou indukciou podla n.
» V zakladnom kroku netreba ni¢ dokazovat.



Indukcia s mierou

Princip indukcie s mierou

» V indukénom kroku predpokladajme, ze plati

Vy(uly] < n— ¢[y)). (1P)

Vyberme lubovolné Z: u[Z] < n+ 1 a uvazujme dva pripady.
> Ak pl[Z] < n potom ¢[Z] plynie z IP.
» Ak p[Z] = n potom z (1) pre X rovné z dostaneme

Vy(ulyl < n— oly]) = #l2].
Teraz staci aplikovat IP a dostaneme, ze ¢[Z] plati.

Tym sme dokazali pomocni vlastnost (2).

Nech x st [ubovolné prirodzené Eisla. Platnost ¢[X] plynie okamzite
z (2); staci tam totiz polozit n rovné p[X] + 1 and Z rovné X.



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Priklad

Uvazujme postupnost prirodzenych Cisel f, definovani vztahom:
fo =0
fi=1

fn+2 = fot1 + fn+ n.

fh0]1]1]3]6|12(22|39 |67 | 113|188




Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Vypoctovy strom




Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Efektivny vypocet postupnosti
Pythonovsky program, ktory pocita 7,:

def f(n):

if n ==
return(0)

else:
n = n-1
a, b=1, 0
for i in range(0, n):

a, b = atb+i, a

return(a)

Pocet krokov vypoctu je linedrny vzhladom k vstupu n.



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Vypoctovy strom



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Verifikacia programu
» Tvrdime, ze program pocita f,.
» Staci ukazat, ze nasledujici podprogram pocita f41:
a, b=1,0
for i in range(0, n):
a, b = atb+i, a
return(a)



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Ako to dokazat?
Uvazujme takéto zobecnenie predoslého for cyklu

for i in range(m, n):
a, b = atb+i, a
return(a)

Vystup tohoto programu zavisi od od hodnét premennych m, n, a a
b. Oznaéme si ho g(m, n, a, b). Staci teda dokazat tato rovnost:

g(ov n,1, 0) = fn+1,
Pri dokaze vyuzijeme, Ze plati

mZn—>g(m,n,a,b):a
m<”%g(m,naa,b):g(m+1,n,a+b—|—m,a).



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Modifikované od¢itanie

x—y akx2>y,
X =y=
d 0 ak x < y.

Iteracia deklarativne
Uvazujme kvartérnu funkciu g definovani rekurzivne predpisom

. a ak i > n,
g(l7 n’ a7 b) = . . . .
gli+1,nja+b+ia) aki<n.
Je to korektna rekurzivna definicia s mierou n = J; plati totiz

i<n—=n=(+1)<n-=1i.

Tvrdime, Ze plati rovnost
g(0,n,1,0) = frq1.



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Vypoctovy strom



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Lema
Pre kazdé prirodzené Cisla i a n plati

I.Sn—>g(l.,n,fi+1,fi): n+1- (1)

Doékaz korektnosti programu
Teraz uz mdzeme dokazat pozadovani identitu

1
g(ov n, 170) = g(O,n, fla fO) (:) n+1-



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Dékaz lemy

Tvrdenie dokdzeme indukciou s mierou n = i. Nech i a n sQ
[ubovolné ¢isla také, ze plati

ViVm(m=j<n=i—j<m—g(,mfi1,f)="fnp1). (IP)

Predpokladajme dalej, ze i < n. Uvazujme dva pripady.

» Nech i = n. Z definicie funkcie g okamzite dostaneme, ze
g(n,n, for1,fp) = foya.
» Nech i < n. Odtial i < i+ 1 < n a preto
gli,n, fix1,fi) = g(i+ 1,0, fisa + fi + i, fiy1)

. IP
= g(l + 1’ n, f—l'+27 fi—l—l) = Tn+1.



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)
fo=0 =1 fove = for1 +fa+n

Imperativny program
Efektivny vypocet postupnosti f, v paradigme imperativneho
programovania:

def f(n):

if n ==
return(0)

else:
n = n-1
a, b=1, 0
for i in range(0, n):

a, b = atb+i, a

return(a)



Indukcia s mierou

Verifikacia iterativneho programu (for cyklus)

Deklarativny program

Efektivny vypocet postupnosti f, v paradigme deklarativneho
programovania:

g(i,n,a,b)=a<i>n
g(iyn,a,b)=g(nja+b+ia)«i<n

fr=0
fn—i—l = g(07 n, 17 0)

Program pre g ma tvar chvostovej rekurzie. Optimalizujici
kompilator nahradi takato rekurziu jednoduchym skokom;
nevyzaduje sa pouzitie vieobecnéhop mechanizmu pre volanie
funkcie. Vznikne tak program podobny imperativnemu cyklu.



Zaver

Organizacia predmetu

» Konzultacie

» Dnes o 14.30, m. I-16.

» V piatok o0 12.00, m. I-16 alebo online.
» 3. doméca dloha

» Zadanie najdete na webe predmetu.
> Riesenie odovzdat do MOODLE najneskér v pondelok 13.
novembra.



Zaver

Otazky
» Ak mate otazku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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