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Matematické dôkazy
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I Princíp matematickej indukcie
I Princíp silnej matematickej indukcie
I Princíp úplnej matematickej indukcie





Princíp matematickej indukcie
Matematická indukcia

De�nícia
Pre kaºdú formulu ϕ[x ], princíp matematickej indukcie pod©a
premennej x pre formulu ϕ je nasledujúce tvrdenie:

ϕ[0] ∧ ∀x(ϕ[x ]→ ϕ[x + 1])→ ∀xϕ[x ].

Induk£ná formula ϕ môºe obsahova´ okrem induk£nej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.

I Formula ϕ[0] sa nazýva báza (základný krok) indukcie.
I Formula ∀x(ϕ[x ]→ ϕ[x + 1]) nazýva induk£ný krok.

I Formula ϕ[x ] sa nazýva induk£ný predpoklad.
I Formula ϕ[x + 1] sa nazýva záver induk£ného kroku.





Princíp matematickej indukcie
Po£et v²etkých podmnoºín

Príklad
Princíp matematickej indukcie ilustrujeme na dôkaze identity:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Ukáºeme si tri zdôvodnenia platnosti tvrdenia

I �Dôkaz� testovaním.

I Kombinatorický dôkaz.

I Algebraický dôkaz.





Princíp matematickej indukcie
Po£et v²etkých podmnoºín

�Dôkaz� testovaním
Overením platnosti vz´ahu pre vybrané £ísla:(
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Princíp matematickej indukcie
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Kombinatorický dôkaz
Ukáºeme, ºe ©avá i pravá strana rovnosti

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n

predstavuje po£et podmnoºín n-prvkovej mnoºiny.

I Kombina£né £íslo
(n
k

)
vyjadruje po£et k-prvkových podmnoºín

n-prvkovej mnoºiny. Sú£et na ©avej strane tak znamená po£et
podmnoºín n-prvkovej mnoºiny.

I Zostrojime bijekciu medzi podmnoºinami n-prvkovej mnoºiny a
n-bitovými slovami. Po£et n-bitových slov poznáme, je ich 2n.
Pod©a kombinatorického princípu bijekcie po£et podmnoºín
n-prvkovej mnoºiny je ten istý.
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Algebraický dôkaz
Pomocou matematickej indukcie. Vyuºijeme tieto dve vlastnosti:

0∑
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)
= 1 (1)
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. (2)
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Kombinatorický dôkaz (1)

0∑
k=0
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0
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)
= po£et podmnoºín prázdnej mnoºiny = 1

Algebraický dôkaz (1)
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Algebraický dôkaz
Pomocou matematickej indukcie. Vyuºijeme tieto dve vlastnosti:

0∑
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Kombinatorický dôkaz (2)

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
= po£et podmnoºín mnoºiny {1, . . . , n, n + 1}

n∑
k=0

(
n

k

)
= po£et podmnoºín mnoºiny {1, . . . , n}.

Nech A je podmnoºina mnoºiny {1, . . . , n, n + 1}. Môºu nasta´ dva
prípady:

I n + 1 ∈ A. Takých podmnoºín je
∑n

k=0

(n
k

)
.

I n + 1 /∈ A. Takých podmnoºín je
∑n

k=0

(n
k

)
.

Teraz sta£í pouºi´ kombinatorický princíp sú£tu a dostaneme (2).
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Algebraický dôkaz
Pomocou matematickej indukcie. Vyuºijeme tieto dve vlastnosti:
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Pascalova formula
V algebraickom dôkaze (2) vyuºijeme túto vlastnos´ kombina£ných
£ísel pre k ≥ 1: (
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Algebraický dôkaz (2)
Postupnými úpravami dostaneme
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Veta
Pre ©ubovolné prirodzené £íslo n platí vz´ah

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou pod©a n.

Báza indukcie
Dokazujeme tvrdenie

0∑
k=0

(
0

k

)
= 20.
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Dôkaz bázy indukcie
Tvrdenie pre n = 0 platí, pretoºe:

0∑
k=0

(
0

k

)
(1)
= 1 = 20.
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Veta
Pre ©ubovolné prirodzené £íslo n platí vz´ah

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n.

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou pod©a n.

Induk£ný krok
Dokazujeme tvrdenie

∀n

(
n∑

k=0

(
n

k

)
= 2n →

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
= 2n+1

)
.
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Dôkaz induk£ného kroku
Predpokladajme, ºe tvrdenie platí pre n:

n∑
k=0

(
n

k

)
= 2n. IP

To je induk£ný predpoklad. Ukáºeme, ºe platí aj pre n + 1:

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
= 2n+1.

Skuto£ne, postupnými úpravami totiº dostaneme

n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
(2)
= 2

n∑
k=0

(
n

k

)
IP
= 2 · 2n = 2n+1.
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Dôkaz nerovnosti

Príklad
Nech an je postupnos´ prirodzených £ísel de�novaná vz´ahom:

a0 = 0

an+1 = 3an + 1.

Dokáºte, ºe pre kaºdé prirodzené £íslo n platí nerovnos´

an < 3n.

n 0 1 2 3 4 5 . . .

an 0 1 4 13 40 121 . . .

3n 1 3 9 27 81 243 . . .



Princíp matematickej indukcie
Dôkaz nerovnosti

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou.

Báza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie platí, pretoºe

a0 = 0 < 1 = 30.
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Príklad
Nech an je postupnos´ prirodzených £ísel de�novaná vz´ahom:

a0 = 0

an+1 = 3an + 1.

Dokáºte, ºe pre kaºdé prirodzené £íslo n platí nerovnos´

an < 3n.

n 0 1 2 3 4 5 . . .

an 0 1 4 13 40 121 . . .

3n 1 3 9 27 81 243 . . .
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Dôkaz nerovnosti

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou.

Induk£ný krok
Zvo©me si ©ubovolné prirodzené £íslo n. Predpokladajme, ºe
tvrdenie platí pre n:

an < 3n. IP

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe to platí aj pre n + 1:

an+1 < 3n+1.

Postupnými úpravami dostaneme

an+1 = 3an + 1
IP
< 3 · 3n + 1 = 3n+1 + 1.

Nedokázali sme to!



Princíp matematickej indukcie
Dôkaz nerovnosti

Príklad
Nech an je postupnos´ prirodzených £ísel de�novaná vz´ahom:

a0 = 0

an+1 = 3an + 1.

Dokáºte, ºe pre kaºdé prirodzené £íslo n platí nerovnos´

an < 3n.

n 0 1 2 3 4 5 . . .

an 0 1 4 13 40 121 . . .

3n 1 3 9 27 81 243 . . .



Princíp matematickej indukcie
Dôkaz nerovnosti

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme matematickou indukciou.

Induk£ný krok
Zvo©me si ©ubovolné prirodzené £íslo n. Predpokladajme, ºe
tvrdenie platí pre n:

an < 3n. IP

To je induk£ný predpoklad. Dokáºeme, ºe to platí aj pre n + 1:

an+1 < 3n+1.

Postupnými úpravami dostaneme

an+1 = 3an + 1 = 3(an + 1)− 2
IP
≤ 3 · 3n − 2 = 3n+1 − 2 < 3n+1.

Dokázali sme to!



Princíp silnej matematickej indukcie
Silná matematická indukcia

De�nícia
Pre kaºdú formulu ϕ[x ], princíp silnej matematickej indukcie pod©a
premennej x pre formulu ϕ a k ≥ 0 je nasledujúce tvrdenie:

ϕ[0] ∧ · · · ∧ ϕ[k] ∧
∀x (ϕ[x ] ∧ · · · ∧ ϕ[x + k]→ ϕ[x + k + 1])→ ∀xϕ[x ].

Induk£ná formula ϕ môºe obsahova´ okrem induk£nej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.

I Báza indukcie pozostáva s k+1 £lenov ϕ[0], . . . , ϕ[k].

I Induk£ný krok má k+1 induk£ných predpokladov
ϕ[x ], . . . , ϕ[x + k].



Princíp silnej matematickej indukcie
Silná matematická indukcia

�peciálny prípad pre k = 0

ϕ[0] ∧ ∀x (ϕ[x ]→ ϕ[x + 1])→ ∀xϕ[x ].

Princíp matematickej indukcie je ²peciálny prípad princípu silnej
matematickej indukcie.

�peciálny prípad pre k = 1

ϕ[0] ∧ ϕ[1] ∧ ∀x (ϕ[x ] ∧ ϕ[x + 1]→ ϕ[x + 2])→ ∀xϕ[x ].

I Báza indukcie pozostáva s dvoch £lenov ϕ[0] a ϕ[1].

I Induk£ný krok má dva induk£né predpoklady ϕ[x ] a ϕ[x + 1].



Princíp silnej matematickej indukcie
Pokrytie ²achovnice dominovými kame¬mi

Poznámka
Na nasledujúcom probléme ilustrujeme princíp silnej matematickej
indukcie.

Pokrytie ²achovnice dominovými kame¬mi
Ur£i´ po£et pokrytí ²achovnice rozmerov 2× n dominovými
kame¬mi rozmerov 2× 1, 1× 2 a 2× 2 pre n ≥ 0.

Ozna£enie
an je po£et pokrytí ²achovnice rozmerov 2× n dominovými
kame¬mi rozmerov 2× 1, 1× 2 a 2× 2 pre n ≥ 0.
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Úloha
Ur£ite hodnotu an pre n = 0, 1, 2, 3, 4.
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Úloha
Ur£ite hodnotu an pre n ≥ 2.
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Rekurentný vz´ah
Ukázali sme, ºe platí

a0 = 1

a1 = 1

an+2 = an+1 + 2an.

Veta
Pre ©ubovolné prirodzené £íslo n platí vz´ah

an =
2n+1 + (−1)n

3
.
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Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme pomocou princípu silnej matematickej indukcie.
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a0 = 1

a1 = 1

an+2 = an+1 + 2an.

an =
2n+1 + (−1)n

3
.
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Báza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie platí, pretoºe

a0 = 1 =
3

3
=

2+ 1

3
=

21 + (−1)0

3
=

20+1 + (−1)0

3
.

Pre n = 1 tvrdenie platí tieº, pretoºe

a1 = 1 =
3

3
=

4+ (−1)
3

=
22 + (−1)1

3
=

21+1 + (−1)1

3
.
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a0 = 1

a1 = 1

an+2 = an+1 + 2an.

an =
2n+1 + (−1)n

3
.
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Induk£ný krok
Zvo©me si ©ubovolné prirodzené £íslo n. Predpokladajme, ºe
tvrdenie platí pre n a n + 1:

an =
2n+1 + (−1)n

3
an+1 =

2n+1+1 + (−1)n+1

3
. IP

To sú induk£né predpoklady. Dokáºeme, ºe to platí aj pre n + 2:

an+2 = an+1 + 2an
IP
=

2n+2 + (−1)n+1

3
+ 2

2n+1 + (−1)n

3
=

2n+2 − (−1)n + 2n+2 + 2(−1)n

3
=

2n+3 + (−1)n

3
=

2n+3 + (−1)n(−1)2

3
=

2n+3 + (−1)n+2

3
=

2n+2+1 + (−1)n+2

3
.



Záver

Organizácia predmetu
I 2. domáca úloha

I Opravovanie zatia© neskon£ilo.
I O jeho skon£ení budete informovaní.
I Aº potom môºete reklamova´ hodnotenie u svojho cvi£iaceho.

I 1. semestrálny test
I Opravovanie zatia© neskon£ilo.
I O jeho skon£eni budete informovaní.
I Aº potom budete môc´ reklamova´ hodnotenie u svojho

cvi£iaceho.
I Náhradný termín:

I Týka sa to len tých ²tudentov, ktorí nemohli prís´ na riadny
termín zo závaºných dôvodov (napr. pre chorobu).

I Konzultácie
I Dnes o 14.30, m. I-16.



Záver

Otázky

I Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.
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