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Matematické dékazy

Zakladné druhy matematickych dékazov

> Leibnizovo pravidlo

» Leibnizovo pravidlo pre rovnost

» Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu
» Dékaz implikacie

» Priamy dokaz

» Nepriamy dokaz

» Dokaz sporom
» Doékaz rozborom pripadov

» Dokaz myslenou konstrukciou

» Dékaz indukciou
» Princip matematickej indukcie
» Princip silnej matematickej indukcie
» Princip aplnej matematickej indukcie






Princip matematickej indukcie

Matematicka indukcia
Definicia
Pre kazdd formulu ¢[x], princip matematickej indukcie podla
premennej x pre formulu ¢ je nasledujice tvrdenie:

©[0] AVx(@[x] = @[x + 1]) = Vx¢[x].

Indukéna formula ¢ moéze obsahovat okrem indukZnej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.
» Formula ¢[0] sa nazyva baza (zakladny krok) indukcie.

» Formula Vx(¢[x] — ¢[x + 1]) nazyva indukény krok.

» Formula ¢[x] sa nazyva indukény predpoklad.
» Formula ¢[x + 1] sa nazyva zaver indukéného kroku.






Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Priklad

Princip matematickej indukcie ilustrujeme na dékaze identity:

> (1) -

k=0

Ukazeme si tri zdévodnenia platnosti tvrdenia
» | Dékaz" testovanim.

» Kombinatoricky dokaz.
» Algebraicky dokaz.






Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

., Dbkaz" testovanim
Overenim platnosti vztahu pre vybrané cisla:
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Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Kombinatoricky dokaz
Ukazeme, ze ava i prava strana rovnosti

50>

k=0

predstavuje pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny.

> Kombinacné &islo (}) vyjadruje pocet k-prvkovych podmnozin
n-prvkovej mnoziny. Stcet na [avej strane tak znamena pocet
podmnoZin n-prvkovej mnoZiny.

» Zostrojime bijekciu medzi podmnozinami n-prvkovej mnoziny a
n-bitovymi slovami. Pocet n-bitovych slov pozname, je ich 2".
Podl'a kombinatorického principu bijekcie pocet podmnozin
n-prvkovej mnoziny je ten isty.






Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Algebraicky dékaz
Pomocou matematickej indukcie. VyuZijeme tieto dve vlastnosti:
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Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin
Kombinatoricky dékaz (1)
0

0 3 P ..
Z W)= pocet podmnozin prazdnej mnoziny =1
k=0

Algebraicky dékaz (1)

3 (0)-(0)-



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Algebraicky dékaz
Pomocou matematickej indukcie. VyuZijeme tieto dve vlastnosti:
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Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Kombinatoricky dékaz (2)

n+1 n+1
Z ( P > = pocet podmnozin mnoziny {1,...,n,n+ 1}
k=0

n

Z (:) = poclet podmnozin mnoziny {1,...,n}.

k=0

Nech A je podmnozina mnoziny {1,...,n,n+ 1}. M6Zu nastat dva
pripady:

> n+1 e A Takych podmnozin je Y, (Z)

> n+1¢ A Takych podmnozin je > 7_; (7).

Teraz staci pouzit kombinatoricky princip sictu a dostaneme (2).



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Algebraicky dékaz

Pomocou matematickej indukcie. Vyuzijeme tieto dve vlastnosti:

> (%)= )

k=0
n+1 n
(") -2 () @
k k
k=0 k=0

Pascalova formula
V algebraickom dékaze (2) vyuzijeme tato vlastnost kombinaénych

Eisel pre k > 1:
()= () (") @



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Algebraicky dokaz (2)

Postupnymi Gpravami dostaneme

()05 20+



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Veta
Pre [ubovolné prirodzené éislo n plati vztah

> (1) -

k=0

Dékaz

Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou podla n.

Baza indukcie
Dokazujeme tvrdenie

ZO: <2> =20

k=0



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Doékaz bazy indukcie
Tvrdenie pre n = 0 plati, pretoze:

0
0\ M, _ 0
Z<k>_1_2.

k=0



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Veta
Pre [ubovolné prirodzené éislo n plati vztah

> (1) -

k=0
Dékaz
Tvrdenie dokazeme matematickou indukciou podla n.

Indukény krok
Dokazujeme tvrdenie

Vn <Z <Z> :2"_>n§::1<”4krl> :2n+1>'

k=0



Princip matematickej indukcie

Pocet vsetkych podmnozin

Dékaz indukéného kroku

Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n:
" /n
=2" IP

> (3)
k=0
To je indukZny predpoklad. Ukazeme, ze plati aj pre n+ 1:
n+1
) nEL) Z g

X .
k=0
Skuto&ne, postupnymi Gpravami totiz dostaneme

§<"+1> 22( ) Po.on = ontt,

k=0



Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Priklad

Nech a, je postupnost prirodzenych Cisel definovana vztahom:

30:0

ant1 = 3ap, + 1.
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati nerovnost

ap < 3".

an |0 1]4)|13]40] 121

3" |1 |39 |27 |81 243




Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Dékaz

Tvrdenie dokdZzeme matematickou indukciou.

Baza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze

2p=0<1=3"



Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Priklad

Nech a, je postupnost prirodzenych Cisel definovana vztahom:

30:0

ant1 = 3ap, + 1.
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati nerovnost

ap < 3".

an |0 1]4)|13]40] 121

3" |1 |39 |27 |81 243




Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Dékaz

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.

Indukény krok

Zvolme si [ubovolné prirodzené Cislo n. Predpokladajme, ze
tvrdenie plati pre n:
a, < 3"
To je indukény predpoklad. Dokdzeme, Ze to plati aj pre n+ 1:
ant1 < 3n+1'

Postupnymi Gpravami dostaneme

IP
ant1 =3a,+1<3-3"+1=3""1 41,

Nedokazali sme to!



Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Priklad

Nech a, je postupnost prirodzenych Cisel definovana vztahom:

30:0

ant1 = 3ap, + 1.
Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati nerovnost

ap < 3".

an |0 1]4)|13]40] 121

3" |1 |39 |27 |81 243




Princip matematickej indukcie

Dékaz nerovnosti

Dékaz

Tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou.

Indukény krok
Zvolme si [ubovolné prirodzené &islo n. Predpokladajme, ze
tvrdenie plati pre n:
a, < 3" IP
To je indukZny predpoklad. Dokazeme, zZe to plati aj pre n + 1:
ant1 < 3n+1.

Postupnymi Gpravami dostaneme

IP
ant1 =3ap+1=3(a,+1)—2<3-3"—2=3""1 _2 <3

Dokazali sme to!



Princip silnej matematickej indukcie

Silnd matematicka indukcia
Definicia
Pre kazdd formulu ¢[x], princip silnej matematickej indukcie podla
premennej x pre formulu ¢ a k > 0 je nasledujice tvrdenie:

PlO] A - A plk] A
Vx (p[x] A= Ap[x + k] = p[x + k + 1]) = Vxg[x].

Indukéna formula ¢ moéze obsahovat okrem indukZnej premennej x
aj iné volné premenné ako parametre.

» Baza indukcie pozostava s k+1 Elenov ¢[0],. .., ¢[k].
» Indukény krok ma k+1 induk&nych predpokladov
olx], ..., p[x + K.



Princip silnej matematickej indukcie

Silnd matematicka indukcia
Specialny pripad pre k =0

©[0] AVx (p[x] = ¢[x + 1]) = Vxp[x].

Princip matematickej indukcie je Specialny pripad principu silnej
matematickej indukcie.

Specialny pripad pre k = 1

©[0] A @[1] A VX (©[x] A p[x + 1] = ¢[x +2]) = Vxp[x].

> Baza indukcie pozostava s dvoch €lenov ¢[0] a ¢[1].

» Indukény krok ma dva indukéné predpoklady ¢[x] a p[x + 1].



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Poznamka
Na nasledujacom probléme ilustrujeme princip silnej matematickej
indukcie.

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Urcit pocet pokryti sachovnice rozmerov 2 x n dominovymi
kamefmi rozmerov 2 x 1, 1 x2 a2 x 2 pre n > 0.

Oznacenie
a, je pocet pokryti Sachovnice rozmerov 2 x n dominovymi
kamefimi rozmerov 2 x 1, 1 x2 a2 x 2 pre n > 0.






Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Uloha
Urcite hodnotu a, pre n =10,1,2,3,4.






Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Uloha
Urcite hodnotu a, pre n > 2.






Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Rekurentny vztah
Ukazali sme, ze plati

30:1
31:1

ant+2 = an+1 + 2a,.

Veta
Pre [ubovolné prirodzené Eislo n plati vztah

2n+1 4 (_1)n
dn = f



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Dékaz

Tvrdenie dokaZzeme pomocou principu silnej matematickej indukcie.



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

30:1
a;=1

an+2 = an+1 + 2a,.

2n+1 _1\n
P o Gt Y
3



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Baza indukcie
Pre n = 0 tvrdenie plati, pretoze
3 241 2b4(—1)0 20FL 4 (—1)0

:1:7_ =
a0 37 3 3 3

Pre n = 1 tvrdenie plati tiez, pretoze

3_4+(-1) 22 4 (-1t _ 21 4 (—1)!

=1=—-=
o 3 3 3 3



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

30:1
a;=1

an+2 = an+1 + 2a,.

2n+1 _1\n
P o Gt Y
3



Princip silnej matematickej indukcie

Pokrytie sachovnice dominovymi kamenmi

Indukény krok

Zvolme si [ubovolné prirodzené Cislo n. Predpokladajme, ze
tvrdenie plati pre na n+ 1:

2n+1 4 (_1)n 2n+1+1 4 (_1)n+1
anp = s ant1 = 3 )

To st indukéné predpoklady. Dokazeme, ze to plati aj pre n + 2:

2n+1 L (=1)"
ant+2 = apt+1 + 2a, = ( )

) —
+ 3

2n+2 o (71)n+2n+2 +2(71)n - 2n+3 4 (71)n
3 N 3

2n+3 + (_1)n(_1)2 _ 2n+3 + (_1)n+2 _ 2n+2+1 + (_1)n+2

3 N 3 N 3 '




Zaver

Organizacia predmetu

> 2. domaca aloha
» Opravovanie zatial neskoncéilo.
» O jeho skonceni budete informovani.
» Az potom mozete reklamovat hodnotenie u svojho cviciaceho.

> 1. semestralny test
» Opravovanie zatial neskoncéilo.
» O jeho skonceni budete informovani.
» Az potom budete moct reklamovat hodnotenie u svojho
cviiaceho.
» Nahradny termin:
> Tyka sa to len tych Studentov, ktori nemohli prist na riadny
termin zo zavaznych dévodov (napr. pre chorobu).
> Konzultacie
» Dnes o 14.30, m. |-16.



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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