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Zopakovanie

Vyrokovologické spojky a kvantifikatory

» Negacia — vo vyroku —A. Cl’taj ,nie A“.

> Konjunkcia A vo vyroku A A B. Citaj ,A a (zéroven) B".

» Disjunkcia V vo vyroku AV B. Cl’taj +A alebo B”; , plati aspon
jedno z tvrdeni A a B".

» Implikacia — vo vyroku A — B. (v:itaj .ak A, potom B"; ,ak
A, tak aj B”; , A implikuje BY; ,z A vyplyva B".

» Ekvivalencia (obojstranna implikacia) <> vo vyroku A +» B.
Citaj , A prave vtedy, ked B“.

> V§eob§cny (univerzalny, velky) kvantifikator Vx vo vyroku
VxA. Citaj ,pre kazdé x plati A“; ,,0 kazdom x plati A“.

» Existencny (maly) kvantifikator 3x vo vyroku 3xA. Citaj
~existuje (aspon jedno) x také, ze plati A“.



Zopakovanie

Tabulka pravdivostnych hodnét

A B ANB AV B A—-B | A« B

pravda pravda pravda pravda pravda pravda

pravda | nepravda || nepravda | pravda | nepravda | nepravda

nepravda | pravda nepravda | pravda pravda | nepravda

nepravda | nepravda || nepravda | nepravda | pravda pravda




Zopakovanie
Definicia
Tautolégiou rozumieme také tvrdenie, ktoré je vzdy pravdivé na
zaklade svojej vyrokovologickej struktiry.

Priklady tautolégii

(A= B)+ -B—-A

(A< B)+ (A= B)AN(B— A)



Zopakovanie

Definicia

Logickym platnym tvrdenim rozumieme také tvrdenie, ktoré je vzdy
pravdivé na zaklade svojej vyrokovologickej a kvantifikatorove;j
Struktary.

Priklady logickych platnych tvrdeni

Vx(A — B) <> Vx(=B — —A)

Vx(A < B) ¢ Vx(A — B) AVx(B — A)



Zopakovanie

Definicia (neformalny jazyk)
Prirodzené &islo x deli prirodzené Cislo y, ak y = xz pre nejaké
prirodzené Cislo z.

Definicia (neformalny jazyk)
Prirodzené Cislo x je prvocislom, ak mé prave dva delitele.

Veta (neformalny jazyk)

Prvocisel je nekonecne mnoho.



Zopakovanie
Definicia (formalny jazyk)
VxVy(x |y <> 3zy = xz).
Definicia (formalny jazyk)
Vx(Pr(x) <+ x> 1AVd(d|x = d=1Vvd=x)).
Veta (formalny jazyk)

Vn3x(x > n A Pr(x)).



Zopakovanie

Logika (strucné sylaby)
> 5. tyzden
Jazyk logiky: syntax a sémantika.
> 6. tyzden
Leibnizovo pravidlo. Dékaz implikacie. D6kaz rozborom pri-

padov. Dékaz myslenou konstrukciou.

> 7.a 8. tyzden
Dékaz indukciou.



Zopakovanie

Literat(ra

> Jajcayova, T., Komara, J.: vlastné elektronické texty
zverejhované na webovej stranke predmetu.

» Olejar, D., Skoviera, M.: Uvod do diskrétnych matematickych
Struktar. 2007. Elektronicky ucebny text, 2007, Pristupny len z
UK: http://www.dcs.fmph.uniba.sk/texty/dsmain.pdf

» Grimaldi, R. P.: Discrete and Combinatorial Mathematics.
Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.



Matematické dékazy

Zakladné druhy matematickych dékazov

> Leibnizovo pravidlo

» Leibnizovo pravidlo pre rovnost

» Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu
» Dékaz implikacie

» Priamy dokaz

» Nepriamy dokaz

» Dokaz sporom
» Doékaz rozborom pripadov

» Dokaz myslenou konstrukciou

» Dékaz indukciou
» Princip matematickej indukcie
» Princip silnej matematickej indukcie
» Princip aplnej matematickej indukcie






Matematické dékazy

Leibnizovo pravidlo pre rovnost

Priklad

Dokazte, ze nad oborom reédlnych Cisel plati rovnost

VxVy (x + y)® = x3 +3x%y + 3xy?2 + y2.

Dékaz

V dbékaze vyuzijeme tato vlastnost:
VxVy (x + y)? = x® + 2xy + y2. (1)
Nech x a y st [ubovolné, ale pevne zvolené realne Cisla. Potom

(x+ )% = O+ Y)x+ )2 Y (x )@+ 20 +y2) =

X3+ 2x2y—|—xy2 —l—x2y—|— 2xy2 —|—y3 =x3 —|—3X2y—|—3xy2 —I—y3.






Matematické dékazy

Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu

Priklad

Najdite obor pravdivosti vyrokovej formy
|2x + 4] < |4 — 3x]

definovanej nad oborom realnych €isel. Dokazte spravnost riesenia.






Matematické dékazy

Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu

Priklad

Najdite obor pravdivosti vyrokovej formy
|2x + 4| < |4 — 3x|
definovanej nad oborom realnych €isel. Dokazte spravnost riesenia.

Navod

V dokaze vyuzite tieto vlastnosti absolitnej hodnoty realnych Cisel:

xVy(y < Ix[ <y <xVy < —x) (1)
IxVy([x| Sy < x <y A—x<y). (2)






Matematické dékazy

Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu

Priklad

Najdite obor pravdivosti vyrokovej formy
|2x + 4| < |4 — 3x|
definovanej nad oborom realnych €isel. Dokazte spravnost riesenia.

Navod

V dokaze vyuzite tieto vlastnosti absolitnej hodnoty realnych Cisel:

xVy(y < Ix[ <y <xVy < —x) (1)
IxVy([x| Sy < x <y A—x<y). (2)



Matematické dékazy

Leibnizovo pravidlo pre ekvivalenciu
Riesenie
Nech x je [ubovolné, ale pevne zvolené realne Cislo. Potom
(1) (2)
2x + 4| < |4 —3x| & 2x + 4| <4 -3xV|2x+ 4| <3x -4 &
2xX+4<4—-3xN-2x—4<4—-3xV
2x+4<3x —4N-2x—4<3x—-4 &

5x<O0AXx <8V XxA0<Sbx& x<0VE<x.

Dokazali sme, Ze plati
Vx(]2x + 4| < |4 —3x| <> x <0V 8 < x).
Obor pravdivosti vyrokovej formy je preto rovny mnozine

{xeR|x<0V8<x}.



Doékaz implikacie

Tabulka pravdivostnych hodnét

A B A—B | -B— -A| AA—-B — nepravda
pravda pravda pravda pravda pravda
pravda | nepravda || nepravda | nepravda nepravda

nepravda | pravda pravda pravda pravda
nepravda | nepravda pravda pravda pravda







Doékaz implikacie
Priamy dokaz

Tabul'ka pravdivostnych hodnét

A B A— B
pravda pravda pravda
pravda | nepravda || nepravda

nepravda | pravda pravda
nepravda | nepravda pravda




Doékaz implikacie
Priamy dokaz
Definicia
Predikat delitelnosti nad oborom prirodzenych cisel

VxVy(x |y <> 3zy = xz).
Priklad
Dokazte, ze plati
VxVyVz(x |y — x| yz).
Dékaz
Nech x, y, z si [ubovolné prirodzené Cisla také, ze x | y. Z definicie

plynie, Ze y = xa pre nejaké prirodzené Cislo a. Odtial yz = xaz a
preto yz = xb pre b = az. Z definicie dostaneme, ze x | yz.



Doékaz implikacie
Nepriamy dokaz

Tabul'ka pravdivostnych hodnét

A B A—B | -B— -A
pravda pravda pravda pravda
pravda | nepravda || nepravda | nepravda

nepravda | pravda pravda pravda
nepravda | nepravda pravda pravda




Doékaz implikacie
Nepriamy dokaz

Vx(21x > Jyx =2y +1). (1)

Priklad
Dokazte, ze plati

Vx(2 | x* = 2] x).
Dékaz
Tvrdenie dokazeme nepriamo. Nech x je lubovolné prirodzené éislo

také, ze 21 x. Podla (1) x = 2y + 1 pre nejaké prirodzené &islo y.
Odtial

x2:(2y+1)2:4y2+4y+1:2(2y2+2y)+1

Zo vztahu (1) okamzite plynie, ze 21 x2.



Doékaz implikacie

Ekvivalencia je obojstranna implikacia

Désledok
Plati

Vx(2 ] x% & 2] x).
Doékaz
Je to désledok predchadzajicich tvrdeni a toho, ze vzdy plati

Vx(2 ] x% ¢ 2] x) ¢ Vx(2 ] x* = 2| x) AVx(2 ] x — 2] x?).






Doékaz implikacie

Doékaz sporom

Tabul'ka pravdivostnych hodnét

A B A— B | AA=B — nepravda
pravda pravda pravda pravda
pravda | nepravda || nepravda nepravda

nepravda | pravda pravda pravda
nepravda | nepravda pravda pravda




Doékaz implikacie

Doékaz sporom

Vx(2] x? < 2 x) (1)
Priklad
Dokazte, ze 1/2 nie je racionalne Eislo.
Dékaz

Tvrdenie dokazeme sporom. Predpokladajme, ze /2 je racionalne
Cislo. Potom sa da vyjadrit v tvare 3, kde a a b st nestdelitelné
nenulové prirodzené Cisla. Postupnymi Gipravami dostaneme

2
Va=2oo=% sopt=a 2|2 E

S2lam4|R =420 =22 Yo b,
Cisla a a b si delitelné &islom 2. To je v spore s ich
nestdelitelnostou.



Dokaz rozborom pripadov

Priklad

Predpokladajme, Ze nasledujice tri tvrdenia

Vx(A(x) = B(x)) — Ix(A(x) A B(x) A =C(x))
Vx(A(x) = B(x)) V Vx(A(x) — C(x))
Vx(A(x) A C(x) — B(x))

platia nad neprazdnym oborom U. Dokazte, Ze plati

Ix(A(x) A B(x) A =C(x)).



Dokaz rozborom pripadov

Dékaz
Rozlisujeme dva pripady, podla toho & Vx(A(x) — B(x)) plati
alebo nie.
> Ak Vx(A(x) — B(x)) neplati, tak existuje prvok p, ktory ma
vlastnost A, ale nema vlastnost B. Navyse, z predpokladu (2)
dostaneme, ze plati Vx(A(x) — C(x)). Prvok p ma tak tiez
vlastnost C. Z predpokladu (3) dostaneme, Ze prvok p musi
mat vlastnost B. Ale to je v spore s tym, Ze neplati B(p).
Pripad, ze Vx(A(x) — B(x)) neplati, tak nemdze nastat.
» Musi preto nastat pripad, ze Vx(A(x) — B(x)) plati. Potom
tvrdenie (4) plynie priamo z predpokladu (1).



Dékaz myslenou konstrukciou

Definicia
Predikat byt prvocislom nad oborom prirodzenych &isel:

Vx(Pr(x) <> x>1AVd(d|x —>d=1Vvd=x)).

Priklad

Dokazte, ze plati

Vn3x(x > n A Pr(x)).

Navod

V dékaze vyuzite tato vlastnost prirodzenych &isel:

Vx(x > 1 — 3p(Pr(p) A p | x)). (1)



Dékaz myslenou konstrukciou

Doékaz
Nech n je lubovolné prirodzené Cislo. Bez 4jmy na obecnosti
mdzeme predpokladat, Ze n > 1. Potom n! +1 > 1. Podla (1)
existuje prvocislo p, ktoré deli n!4+1. RozliSujeme dva pripady.
» Pripad p < n. Potom &islo p deli n! a deli tak aj rozdiel
n'+1—n! =1. Ale &islo 1 neméa Ziadne prvociselné delitele.
Pripad p < n tak neméZe nastat.

» Musi nastat pripad p > n. Za hladané &islo x teraz sta&i
zobrat prvocislo p.



Zaver

Organizacia predmetu

> Konzultacie
» Dnes o 15.30, online.
» V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.
» 2. doméca uloha:
» Riesenie odovzdat do MOODLE do dnesného vecera.
» Riesenie v editore, nie rukopis.
» 1. semestralny test:
» V stredu 25. oktébra 0 18.10 v m. A a B.
» Téma: kombinatorika.
» Hodnotenie: 40 bodov.
»
| 2

Test trva 90 min(t Cistého Casu.
Rozdelenie podla abecedy:

» Poslucharen A: A - O.
» Poslucharen B: P - Z.

» Nezabudnite si priniest svoj ISIC preukaz.



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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