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Matematické tvrdenia
Úvod

Stru£ný úvod do logiky

I Zoznámime sa s jazykom logiky, ktorý sa pouºíva pre zápis
matematických tvrdení.

I Ako vypadá jazyk logiky? Je to vybraná £as´ prirodzeného
jazyka obohateného o ²peciálne symboly.

I �o je to tvrdenie (výrok, formula)? Je to gramatická veta, o
ktorej má zmysel uvaºova´, £i je pravdivá, alebo nie.
I Ak je tvrdenie pravdivé, hovoríme tieº, ºe tvrdenie platí.
I Ak je tvrdenie nepravdivé, hovoríme tieº, ºe tvrdenie neplatí.

I Zoznámime sa tieº so základnými technikami dôkazov, ktoré
sa pouºívajú v matematike.





Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

Formulácia problému
Na tomto tvrdení sa zoznámime s jazykom logiky:

Prvo£ísel je nekone£ne mnoho.

Zmysel tvrdenia

I Obrat �nekone£ne mnoho� sa nazýva kvanti�kátor.
I Prvo£íslom rozumieme také prirodzené £íslo, ktoré má práve

dva delitele.
I Príklady prvo£ísel: 2, 3, 5, 7, 11, 13, . . ..
I Príklady £ísel, ktoré nie sú prvo£ísla: 0, 1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, . . ..

Tie z nich, ktoré sú > 1, sa nazývajú zloºené £ísla.





Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

Dôkaz tvrdenia
Je to pravdivé tvrdenie. Dokáºeme ho sporom.
Predpokladajme, ºe prvo£ísel je kone£ne mnoho. Ozna£me ich ako

p1, p2, . . . , pn. (1)

Potom £íslo
p1p2 · · · pn + 1 > 1

je delite©né niektorým z prvo£ísel (1). Tým istým prvo£íslom je
delite©né aj £íslo

p1p2 · · · pn + 1− p1p2 · · · pn = 1.

To je ale spor, pretoºe £íslo 1 nie je delite©né ºiadnym prvo£íslom.
Predpoklad, ºe prvo£ísel je kone£ne mnoho, je nesprávny. Platí tak
pôvodné tvrdenie, ºe prvo£ísel je nekone£ne mnoho.





Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

Úloha
Na tomto tvrdení sa zoznámime s jazykom logiky:

Prvo£ísel je nekone£ne mnoho.

Rie²enie
Najprv ukáºeme ako de�nova´ v jazyku logiky tieto dve vlastnosti
(predikáty) nad oborom prirodzených £ísel N:
I Binárny predikát delite©nosti: �x delí y � .
I Unárny predikát �by´ prvo£íslom�.





Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát delite©nosti)

De�nícia (neformálny jazyk)
Prirodzené £íslo x delí prirodzené £íslo y , ak y = xz pre nejaké
prirodzené £íslo z .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x a kaºdé prirodzené £íslo y : x delí y
práve vtedy, ke¤ existuje prirodzené £íslo z také, ºe y = xz .

Notácia
x | y je skratka za �x delí y � .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x a kaºdé prirodzené £íslo y : x | y práve
vtedy, ke¤ existuje prirodzené £íslo z také, ºe y = xz .



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát delite©nosti)

Notácia (ekvivalencia)
A↔ B je skratka za �A práve vtedy, ke¤ B � .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x a kaºdé prirodzené £íslo y : x | y ↔
existuje prirodzené £íslo z také, ºe y = xz .

Notácia (existen£ný kvanti�kátor)
∃z ∈ N je skratka za �existuje prirodzené £íslo z � .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x a kaºdé prirodzené £íslo y :
x | y ↔ ∃z ∈ N y = xz .



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát delite©nosti)

Notácia (v²eobecný kvanti�kátor)

I ∀x ∈ N je skratka za �pre kaºdé prirodzené £íslo x � .
I ∀y ∈ N je skratka za �pre kaºdé prirodzené £íslo y � .

De�nícia (formálny jazyk)

∀x ∈ N∀y ∈ N : x | y ↔ ∃z ∈ N y = xz .

Notácia
Zátvorky namiesto dvojbodky.

De�nícia (formálny jazyk)

∀x ∈ N∀y ∈ N(x | y ↔ ∃z ∈ N y = xz).



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát delite©nosti)

Notácia
I ∀x je skratka za ∀x ∈ N.
I ∀y je skratka za ∀y ∈ N.
I ∃z je skratka za ∃z ∈ N.

De�nícia (formálny jazyk)

∀x∀y(x | y ↔ ∃z y = xz).



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát by´ prvo£íslom)

De�nícia (neformálny jazyk)
Prirodzené £íslo x je prvo£íslom, ak má práve dva delitele.

De�nícia (neformálny jazyk)
Prirodzené £íslo x je prvo£íslom, ak je vä£²ie ako 1 a má len
triviálne delitele.

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : x je prvo£íslom práve vtedy, ke¤
x > 1 a zárove¬ pre kaºdé prirodzené £íslo d : ak d | x , potom
d = 1 alebo d = x .

Notácia
Pr(x) je skratka za �x je prvo£íslom�.



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát by´ prvo£íslom)

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : Pr(x) práve vtedy, ke¤ x > 1 a
zárove¬ pre kaºdé prirodzené £íslo d : ak d | x , potom d = 1 alebo
d = x .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : Pr(x)↔ x > 1 a zárove¬ pre kaºdé
prirodzené £íslo d : ak d | x , potom d = 1 alebo d = x .

Notácia (konjunkcia)
A ∧ B je skratka za �A a zárove¬ B�.

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : Pr(x)↔ x > 1 ∧ pre kaºdé
prirodzené £íslo d : ak d | x , potom d = 1 alebo d = x .



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát by´ prvo£íslom)

Notácia (disjunkcia)
A ∨ B je skratka za �A alebo B � .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : Pr(x)↔ x > 1 ∧ pre kaºdé
prirodzené £íslo d : ak d | x , potom d = 1 ∨ d = x .

Notácia (implikácia)
A→ B je skratka za �ak A, potom B � .

De�nícia (formálny jazyk)
Pre kaºdé prirodzené £íslo x : Pr(x)↔ x > 1 ∧ pre kaºdé
prirodzené £íslo d : d | x → d = 1 ∨ d = x .



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad (predikát by´ prvo£íslom)

De�nícia (formálny jazyk)

∀x ∈ N : Pr(x)↔ x > 1 ∧ ∀d ∈ N : d | x → d = 1 ∨ d = x .

De�nícia (formálny jazyk)

∀x ∈ N(Pr(x)↔ x > 1 ∧ ∀d ∈ N(d | x → d = 1 ∨ d = x)).

De�nícia (formálny jazyk)

∀x(Pr(x)↔ x > 1 ∧ ∀d(d | x → d = 1 ∨ d = x)).



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

Veta (neformálny jazyk)
Prvo£ísel je nekone£ne mnoho.

Veta (neformálny jazyk)
Mnoºina prvo£ísel je zhora neohrani£ená.

Veta (formálny jazyk)
Ku kaºdému prirodzenému £íslu n existuje prirodzené £íslo x také,
ºe x je vä£²ie ako n a zárove¬ x je prvo£íslo.

Veta (formálny jazyk)

∀n∃x(x > n ∧ Pr(x)).





Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

De�nícia (neformálny jazyk)
Prirodzené £íslo x delí prirodzené £íslo y , ak y = xz pre nejaké
prirodzené £íslo z .

De�nícia (neformálny jazyk)
Prirodzené £íslo x je prvo£íslom, ak má práve dva delitele.

Veta (neformálny jazyk)
Prvo£ísel je nekone£ne mnoho.



Matematické tvrdenia
Motiva£ný príklad

De�nícia (formálny jazyk)

∀x∀y(x | y ↔ ∃z y = xz).

De�nícia (formálny jazyk)

∀x(Pr(x)↔ x > 1 ∧ ∀d(d | x → d = 1 ∨ d = x)).

Veta (formálny jazyk)

∀n∃x(x > n ∧ Pr(x)).



Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

Výrokovologické spojky

I Negácia ¬ vo výroku ¬A. �ítaj �nie A� .

I Konjunkcia ∧ vo výroku A ∧ B . �ítaj �A a (zárove¬) B�.

I Disjunkcia ∨ vo výroku A ∨ B . �ítaj �A alebo B�; �platí aspo¬
jedno z tvrdení A a B�.

I Implikácia → vo výroku A→ B . �ítaj �ak A, potom B�; �ak
A, tak aj B� ; �A implikuje B� ; �z A vyplýva B�.

I Ekvivalencia (obojstranná implikácia) ↔ vo výroku A↔ B .
�ítaj �A práve vtedy, ke¤ B�.



Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

Kvanti�kátory

I V²eobecný (univerzálny, ve©ký) kvanti�kátor ∀x vo výroku
∀xA. �ítaj �pre kaºdé x platí A� ; �o kaºdom x platí A� .

I Existen£ný (malý) kvanti�kátor ∃x vo výroku ∃xA. �ítaj
�existuje (aspo¬ jedno) x také, ºe platí A� .



Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

Syntaktické konvencie

I Najvy²²iu prioritu majú kvanti�kátory.
I Priorita výrokovologických spojok od najvy²²ej po najniº²iu: ¬,
∧, ∨, →.

I Výrokovologická spojka ↔ má tú istú prioritu ako →.
I Binárne výrokovologické spojky sú asociované doprava.

Príklad

A→ B ↔ ¬C ∨ D ∧ ∀xE

(A→ (B ↔ ((¬C ) ∨ (D ∧ (∀xE )))))



Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

�al²ie príklady

I A ∧ B ∨ C ≡ (A ∧ B) ∨ C

I A ∧ B → C ≡ (A ∧ B)→ C a A ∨ B → C ≡ (A ∨ B)→ C

I A→ B ∧ C ≡ A→ (B ∧ C ) a A→ B ∨ C ≡ A→ (B ∨ C )

I A ∧ B ∧ C ≡ A ∧ (B ∧ C ) a A ∨ B ∨ C ≡ A ∨ (B ∨ C )

I A→ B → C ≡ A→ (B → C ) a
A↔ B ↔ C ≡ A↔ (B ↔ C )

I A→ B ↔ C ≡ A→ (B ↔ C )

I A ∧ B → C ↔ D ≡ (A ∧ B)→ (C ↔ D)



Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

Tabu©ka pravdivostných hodnôt

A B A ∧ B A ∨ B A→ B A↔ B

pravda pravda pravda pravda pravda pravda

pravda nepravda nepravda pravda nepravda nepravda

nepravda pravda nepravda pravda pravda nepravda

nepravda nepravda nepravda nepravda pravda pravda





Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

De�nícia
Tautológiou rozumieme také tvrdenie, ktoré je vºdy pravdivé na
základe svojej výrokovologickej ²truktúry.

Príklady tautológií

A ∧ B ∧ C ↔ (A ∧ B) ∧ C

A ∧ B ↔ B ∧ A

(A→ B)↔ ¬A ∨ B

(A→ B)↔ ¬B → ¬A

(A↔ B)↔ (A→ B) ∧ (B → A).





Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

De�nícia
Logickým platným tvrdením rozumieme také tvrdenie, ktoré je vºdy
pravdivé na základe svojej výrokovologickej a kvanti�kátorovej
²truktúry.

Príklady logických platných tvrdení

¬∃xA↔ ∀x¬A

¬∀xA↔ ∃x¬A

∀x(A→ B)↔ ∀x(¬B → ¬A)

∀x(A↔ B)↔ ∀x(A→ B) ∧ ∀x(B → A)





Matematické tvrdenia
Základné pojmy z logiky

Problém dvojitého záporu v sloven£ine
Ilustrovaného na tvrdení �Nikto nie je doma�.





Príprava na 1. semestrálny test

1. semestrálny test

I V stredu 25. októbra o 18.10 v m. A a B.
I Téma: kombinatorika.
I Hodnotenie: 40 bodov.



Príprava na 1. semestrálny test



Záver

Organizácia predmetu
I 1. domáca úloha.

I Opravovanie zatia© neskon£ilo.
I O jeho skon£ení budete informovaní.
I Aº potom môºete reklamova´ hodnotenie u svojho cvi£iaceho.

I Konzultácie
I Dnes o 14.30, m. I-16.
I V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.

I 2. domáca úloha.
I Zadanie nájdete na webe predmetu.
I Rie²enie odovzda´ do MOODLE najneskôr v pondelok 23.

októbra.



Záver

Otázky

I Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.
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