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Matematické tvrdenia
Uvod

Strucny avod do logiky
> Zoznadmime sa s jazykom logiky, ktory sa pouziva pre zépis
matematickych tvrdeni.
» Ako vypada jazyk logiky? Je to vybrana Cast prirodzeného
jazyka obohateného o Specialne symboly.
» Co je to tvrdenie (vyrok, formula)? Je to gramaticka veta, o
ktorej] ma zmysel uvazovat, i je pravdiva, alebo nie.
» Ak je tvrdenie pravdivé, hovorime tiez, ze tvrdenie plati.
» Ak je tvrdenie nepravdivé, hovorime tiez, ze tvrdenie neplati.
> Zoznamime sa tieZ so zakladnymi technikami dékazov, ktoré
sa pouzivaji v matematike.






Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Formulacia problému
Na tomto tvrdeni sa zoznamime s jazykom logiky:
Prvocisel je nekonecne mnoho.

Zmysel tvrdenia

» Obrat ,nekonecne mnoho” sa nazyva kvantifikator.
» Prvocislom rozumieme také prirodzené Cislo, ktoré ma prave
dva delitele.
» Priklady prvocisel: 2,3,5,7,11,13,....
» Priklady cisel, ktoré nie st prvocisla: 0,1,4,6,8,9,10,12, .. ..
Tie z nich, ktoré st > 1, sa nazyvaja zlozené Cisla.






Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Doékaz tvrdenia
Je to pravdivé tvrdenie. Dokazeme ho sporom.
Predpokladajme, ze prvocisel je koneEne mnoho. Oznacme ich ako

p1,p2,--.,Pn. (1)
Potom ¢islo
pip2---pnt+1>1
je delitelné niektorym z prvocisel (1). Tym istym prvocislom je

delitelné aj cislo

p1p2pn+1_p1p2pn:1

To je ale spor, pretoze €islo 1 nie je delitelné ziadnym prvocislom.
Predpoklad, ze prvocisel je konecne mnoho, je nespravny. Plati tak
pbvodné tvrdenie, Ze prvocisel je nekone€ne mnoho.






Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Uloha
Na tomto tvrdeni sa zozndmime s jazykom logiky:
Prvocisel je nekone¢ne mnoho.

RieSenie
Najprv ukdzeme ako definovat v jazyku logiky tieto dve vlastnosti
(predikaty) nad oborom prirodzenych &isel N:

» Binarny predikat delitelnosti: ,x deli y*.

» Unarny predikat , byt prvocislom®.






Matematické tvrdenia
Motiva¢ny priklad (predikat delitelnosti)

Definicia (neformalny jazyk)
Prirodzené Cislo x deli prirodzené Cislo y, ak y = xz pre nejaké
prirodzené Cislo z.

Definicia (formalny jazyk)
Pre kazdé prirodzené Cislo x a kazdé prirodzené Cislo y: x deli y
prave vtedy, ked existuje prirodzené &islo z také, ze y = xz.

Notacia
x |y je skratka za , x deli y*".
Definicia (formalny jazyk)

Pre kazdé prirodzené Cislo x a kazdé prirodzené Cislo y: x | y prave
vtedy, ked existuje prirodzené Cislo z také, ze y = xz.



Matematické tvrdenia
Motiva¢ny priklad (predikat delitelnosti)

Notacia (ekvivalencia)
A <> B je skratka za , A prave vtedy, ked B".

Definicia (formalny jazyk)
Pre kazdé prirodzené Cislo x a kazdé prirodzené Cislo y: x | y <>
existuje prirodzené Cislo z také, ze y = xz.

Notacia (existencny kvantifikator)
3z € N je skratka za ,existuje prirodzené Cislo z*.
Definicia (formalny jazyk)

Pre kazdé prirodzené Cislo x a kazdé prirodzené &islo y:
x|y<+>3JzeNy=xz



Matematické tvrdenia
Motiva¢ny priklad (predikat delitelnosti)

Notacia (vseobecny kvantifikator)

» Vx € N je skratka za ,pre kazdé prirodzené Cislo x".

» Vy € N je skratka za ,pre kazdé prirodzené Cislo y*.
Definicia (formalny jazyk)
Vx e NVy e N:ix|y <> Jze Ny = xz.

Notacia
Zatvorky namiesto dvojbodky.

Definicia (formalny jazyk)

Vx € NVy € N(x |y +» 3z € Ny = xz).



Matematické tvrdenia
Motiva¢ny priklad (predikat delitelnosti)

Notacia
> Vx je skratka za Vx € N.
> Yy je skratka za Vy € N.
» dz je skratka za dz € N.

Definicia (formalny jazyk)

VxVy(x |y <> Jzy = xz).



Matematické tvrdenia
Motivaény priklad (predikat byt prvocislom)

Definicia (neformalny jazyk)
Prirodzené Cislo x je prvocislom, ak mé prave dva delitele.

Definicia (neformalny jazyk)

triviadlne delitele.

Definicia (formalny jazyk)
Pre kazdé prirodzené Cislo x: x je prvocislom prave vtedy, ked

x > 1 a zaroven pre kazdé prirodzené &islo d: ak d | x, potom
d =1 alebo d = x.

Notacia
Pr(x) je skratka za ,x je prvocislom®.



Matematické tvrdenia
Motivaény priklad (predikat byt prvocislom)

Definicia (formalny jazyk)
Pre kazdé prirodzené Cislo x: Pr(x) prave vtedy, ked x > 1 a

zaroveh pre kazdé prirodzené Cislo d: ak d | x, potom d =1 alebo
d=x.

Definicia (formalny jazyk)

Pre kazdé prirodzené Cislo x: Pr(x) <» x > 1 a zaroven pre kazdé
prirodzené Cislo d: ak d | x, potom d =1 alebo d = x.

Notacia (konjunkcia)
AN B je skratka za “A a zaroven B".
Definicia (formalny jazyk)

Pre kazdé prirodzené Cislo x: Pr(x) <> x > 1 A pre kazdé
prirodzené Cislo d: ak d | x, potom d =1 alebo d = x.



Matematické tvrdenia
Motivaény priklad (predikat byt prvocislom)

Notacia (disjunkcia)
AV B je skratka za , A alebo B*.

Definicia (formalny jazyk)
Pre kazdé prirodzené Cislo x: Pr(x) <> x > 1 A pre kazdé
prirodzené Cislo d: ak d | x, potom d =1V d = x.

Notacia (implikacia)
A — B je skratka za ,,ak A, potom B*.
Definicia (formalny jazyk)

Pre kazdé prirodzené Cislo x: Pr(x) <> x > 1 A pre kazdé
prirodzené Cislo d: d | x - d =1V d = x.



Matematické tvrdenia
Motivaény priklad (predikat byt prvocislom)

Definicia (formalny jazyk)

Vx eN:Pr(x)«<>x>1AVdeN:d|x—d=1Vvd=x.

Definicia (forméalny jazyk)
Vx € N(Pr(x) <> x>1AVd e N(d | x = d=1Vd=x)).
Definicia (formalny jazyk)

Vx(Pr(x) <+ x >1AVd(d|x - d=1Vd=x)).



Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Veta (neformalny jazyk)

Prvocisel je nekonecne mnoho.

Veta (neformalny jazyk)

MnoZina prvocisel je zhora neohranicena.

Veta (formalny jazyk)
Ku kazdému prirodzenému &islu n existuje prirodzené Cislo x také,

Veta (formalny jazyk)

Vn3x(x > n A Pr(x)).






Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Definicia (neformalny jazyk)

Prirodzené Cislo x deli prirodzené Cislo y, ak y = xz pre nejaké
prirodzené Cislo z.

Definicia (neformalny jazyk)
Prirodzené Cislo x je prvocislom, ak mé prave dva delitele.

Veta (neformalny jazyk)

Prvocisel je nekonecne mnoho.



Matematické tvrdenia
Motivacny priklad

Definicia (formalny jazyk)
VxVy(x |y <> 3zy = xz).
Definicia (formalny jazyk)
Vx(Pr(x) <+ x> 1AVd(d|x = d=1Vvd=x)).
Veta (formalny jazyk)

Vn3x(x > n A Pr(x)).



Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky

Vyrokovologické spojky

» Negacia — vo vyroku —A. Cl’taj ,nie A“.
> Konjunkcia A vo vyroku A A B. Citaj ,A a (zéroven) B".

» Disjunkcia V vo vyroku AV B. Citaj ,A alebo B“; ,plati aspon
jedno z tvrdeni A a B".

» Implikacia — vo vyroku A — B. Cl’taj .ak A, potom B"; ,ak
A, tak aj BY; , A implikuje BY; ,,z A vyplyva B*.

» Ekvivalencia (obojstranna implikacia) <> vo vyroku A +» B.
Citaj , A prave vtedy, ked B“.



Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky
Kvantifikatory

» V3eobecny (univerzalny, velky) kvantifikator Vx vo vyroku
VXA. (v:itaj .pre kazdé x plati A“; , 0 kazdom x plati A".

» Existenény (maly) kvantifikator 3x vo vyroku 3xA. Citaj
~existuje (aspon jedno) x také, ze plati A“.



Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky
Syntaktické konvencie
» Najvyssiu prioritu maja kvantifikatory.
» Priorita vyrokovologickych spojok od najvyssej po najnizsiu: —,
N, V, —.
» Vyrokovologicka spojka <> ma ta istd prioritu ako —.

» Binarne vyrokovologické spojky st asociované doprava.

Priklad

A— B+ -CV DAVXE

(A= (B« (=€) V(D A(VXE)))))



Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky

Dalsie priklady

>

>

>

ANBVC=(AANB)V C
ANB—C=(AANB)-CaAVB—-C=(AVB)—=C
A-BANC=A—-(BANC)aA—-BVC=A—(BV()
AABAC=AAN(BAC)aAVBVC=AV(BVC)

A—-B—-C=A—(B—C(C)a
AcsBo C=A+(B+ Q)

A-B«C=A—(B+ Q)

ANB—=C+ D=(AANB)— (C+ D)



Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky

Tabul'ka pravdivostnych hodnét

A B ANB AV B A—-B | A« B

pravda pravda pravda pravda pravda pravda

pravda | nepravda || nepravda | pravda | nepravda | nepravda

nepravda | pravda nepravda | pravda pravda | nepravda

nepravda | nepravda || nepravda | nepravda | pravda pravda







Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky
Definicia
Tautolégiou rozumieme také tvrdenie, ktoré je vzdy pravdivé na

zaklade svojej vyrokovologickej struktary.

Priklady tautolégii

AANBAC < (AANB)AC
AANB< BAA
(A= B)+< —-AVB
(A= B) < B — A
(A< B) <> (A— B)AN (B — A).






Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky

Definicia

Logickym platnym tvrdenim rozumieme také tvrdenie, ktoré je vzdy
pravdivé na zaklade svojej vyrokovologickej a kvantifikatorove;j
Struktary.

Priklady logickych platnych tvrdeni

—3xA & Vx—-A
VXA & Ix-A
Vx(A — B) <> Vx(=B — —A)
Vx(A <> B) <> Vx(A — B) AVx(B — A)






Matematické tvrdenia
Zakladné pojmy z logiky

Problém dvojitého zaporu v slovencine
llustrovaného na tvrdeni , Nikto nie je doma“.






Priprava na 1. semestralny test

1. semestralny test
» V stredu 25. oktébra 0 18.10 v m. A a B.

» Téma: kombinatorika.
» Hodnotenie: 40 bodov.



Priprava na 1. semestralny test



Zaver

Organizacia predmetu

> 1. domaca dloha.

» Opravovanie zatial neskoncéilo.

» O jeho skonceni budete informovani.

» Az potom mozete reklamovat hodnotenie u svojho cviciaceho.
> Konzultacie

» Dnes o 14.30, m. |-16.

» V piatok o 12.00, m. I-16 alebo online.
> 2. doméca dloha.

» Zadanie najdete na webe predmetu.

» Riesenie odovzdat do MOODLE najneskér v pondelok 23.

oktébra.



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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