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Zopakovanie

Sumacna notécia
Nech am, am+1,---,4i,--.,an je kone€nd postupnost Cisel.
Symbolom "7 a; oznacujeme sicet definovany predpisom

z”:a' am+amp1+ o +ai+--+a, akm<n,
,:m' ak m > n.

Alternativna notacia

n
E aj = E a; = E a;
i=m

ie{m,...,n} m<i<n



Zopakovanie

Binomicka veta

Nech n je prirodzené Cislo. Potom pre [ubovolné Cisla x a y plati
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Désledok

Pre kazdé prirodzené Cislo n plati
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Zopakovanie

Pravidlo sactu
Ak A a B sa disjunktné konecné mnoziny (AN B = (), potom

|AUB| = |A|+|B|.

Komplement mnoziny

Nech A je podmnozina mnoziny U. Komplement mnoziny A v
mnozine U je definovany predpisom

A={xeU|x¢A}L
Kombinatorické pravidlo komplementu
Nech A je podmnozina konecnej mnoziny U. Potom plati

Ul=|Al+[A  JAI=|UI-[A] (Al =|Ul- Al



Zopakovanie

Komplement je involutivha mnozinova operacia
Nech A je podmnozina mnoziny U. Potom plati

pN|

= A.

De Morganove zakony

Nech A a B sii podmnoziny kone€nej mnoziny U. Potom plati

AUB=ANB ANB=AUB.

|

Dékaz




Zopakovanie

Jedno kombinatorické pocitanie

Nech A je podmnozina kone€nej mnoziny U. Potom plati

Al=>"1+>"0.

x€A XxEA

Tato vlastnost budeme Casto Citat takto:
» Prvok x € U prispieva k Cislu |A| jednotkou, ak x € A.
» Prvok x € U prispieva k Cislu |A| nulou, ak x ¢ A.



Zopakovanie

Priklad
Nech U = {1,2,3,4,5} je zakladné univerzum. Plati

|{172?475}| = |{172>4}| + |{2’475}| - |{274}|'

Ukazeme, ze kazdy prvok mnoziny U prispieva rovnako k lavej a
pravej strane rovnosti:

> leU:

> 2c U:

> 3cU:

> 4¢cU:

> 5¢c U
Dosledok: identita plati.



Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =2

Veta
Ak A a B st podmnoziny konenej mnoziny U, potom

|JAUB|=|A|+|B|—|ANBJ.
Pretoze AU B = AN B, plati tiez

|ANB|=|U| - (|Al+|B])+|AnBJ.



Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =2

Kombinatoricky dokaz
Kazdy prvok z U prispieva rovnako k lavej a pravej strane rovnosti:

|JAUB| = |A|+ |B|—|ANBJ.




Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =2

Priklad (zopakovanie)

Kol'ko celociselnych rieseni ma rovnica
X1+ X +x34+ x4 =9,
ak vyzadujeme, aby platilo

0<xg 0<x 0<x3 0<xg.

Riesenie



Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =2

Priklad (zopakovanie)

Kol'ko celociselnych rieseni ma rovnica
X1+ X2+ x3+ x4 =09,

ak vyzadujeme, aby platilo

Riesenie



Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =2

Priklad

Kol'ko celociselnych rieseni ma rovnica
x1+x+x3+x3 =9,
ak vyzadujeme, aby platilo
0<x <1l 0<x<2 0<x3 00X
RieSenie
Pouzijeme princip zapojenia a vypojenia:

|ANB|=|U| - (|Al+|B])+|AnBJ.






Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =3

Veta
Ak A, B a C si podmnoziny koneéne mnoziny U, potom

|JAUBU C| =|A|+|B|+|C|—
(JANB|+|ANC|+|BNC))+|AnBNC|.

Pretoze AUBU C = AN BN C, plati tiez

ANBNC|=|U| - (JAl + |B| + |C])+
(JANB|+|ANnC|+|BNC|])—|AnBNC]|.



Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =3

Kombinatoricky dokaz
Kazdy prvok z U prispieva rovnako k lavej a pravej strane rovnosti:

|[AUBUC| = |A|+ |B|+ |C| —(JANB| + |ANC| + |BNC|)+ |ANBNC] .




Princip zapojenia a vypojenia
Pripad n =3

Priklad

Kol'ko celociselnych rieseni ma rovnica
x1+x+x3+x3 =9,
ak vyzadujeme, aby platilo
0<x <1l 0<x<2 0<x3<3 0<x4.
RieSenie
Pouzijeme princip zapojenia a vypojenia:

|ANBNC|=|U|l-(|Al+|B|+|C|)+
(JANB|+|ANnC|+|BNC|])—|ANnBNC]|.






Princip zapojenia a vypojenia
Obecny pripad

Veta
Nech A1, A, ..., A, st podmnoziny koneénej mnoziny U. Potom

|JAfUAy U UA,| =

([Ar] + Az + -+ |Ai[ + -+ [An]) =

(ALN Ao+ AL N A3+ + [ANA]+---) +

(1AL N A2 N As| + AL N Ao N Ay |+ AN AT VA + -0 ) =

(1) A N AN NA.






Princip zapojenia a vypojenia
Obecny pripad

Veta
Nech A1, A, ..., A, st podmnoziny koneénej mnoziny U. Potom

n

ALUA U UA =D A= D JAnA]+
i=1 1<i<j<n

S JANANAl =+ ()" AN AN N A,

1<i<j<k<n

n
AN AN N A = U =D A+ Y JANAj] -
i=1 1<i<j<n
Y JANANAL+ (1) AN A NN A
1<i<j<k<n



Princip zapojenia a vypojenia
Obecny pripad

Veta
Nech A1, A, ..., A, st podmnoziny koneénej mnoziny U. Potom

‘A1UA2U"'UA"|:

n

> (—1)kH > Ay NA, N NA|

k=1 1<ii<ip<--<ik<n

‘A_lﬁA_zﬂ"'ﬁA_n‘ =

D (-1)k > AL, NA, N NA;

k=0 1<ii<ip<---<ik<n



Princip zapojenia a vypojenia
Obecny pripad

Kombinatoricky dékaz
Kazdy prvok z U prispieva rovnako k lavej a pravej strane rovnosti:

|A_1ﬂA_2ﬂ~--ﬂA_n| =

n
W=D 1A+ D0 JANAI= Y JANANA]+-.
i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n






Princip zapojenia a vypojenia
Obecny pripad

Priklad

Kol'ko celociselnych rieseni ma rovnica
x1+x+x3+x3 =9,
ak vyzadujeme, aby platilo

0§X1§1 0§X2§2 0§X3§3 0§X4§4.

Riesenie






Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Veta
Nech A;, A, ..., A, st podmnoziny konecnej mnoziny U. Nech
mnoziny

A ﬁA;zﬁ"'ﬂA,'k

majia rovnako vela prvkov pre [ubovolny vyber k Cisel
1<i<h<---<ip<n

Potom

n

‘A_lﬂA_Qﬂ"'ﬂA_n‘ :Z(—l)k<z> ‘AlﬂA2ﬂ~~~ﬂAk|.
k=0



Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Dékaz

Postupnymi Gpravami dostaneme

|A_1ﬂA_2ﬂ...ﬂA_n| =

Z(—nk Z A, NA,N---NA,|=

k=0 1< <ip<--<ix<n

n

E (—1)k E ‘AlﬂA2ﬂ"'ﬂAk|:
k=0 1<ii<ip<---<ik<n

n

D (-1)k (:) AL Ay N Al

k=0



Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Problém 3atniarky

Sedem panov navstivi divadelné predstavenie a vsetci si odlozia
svoje klobaky v 3atni. Kolkymi spésobmi im méze roztrzita
Satniarka vydat klobuaky spat tak, aby ziaden pan nedostal svoj
vlastny klobuk?

. . . . .






Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Riesenie problému 3atniarky
Pocitame pocet permutacii 7-prvkovej mnoziny, ktoré nenechaji
Ziadne Cislo na svojom mieste.






Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Riesenie problému satniarky
Pocet permutacii 7-prvkovej mnoziny, ktoré nenechaji ziadne Cislo
na svojom mieste, je rovny Cislu

D, —71—7.61+ G)s! - <;>4!+ (:)3! - <;>2!+ (Z) —1
B
B
_ kz_:o(_l)kG) (7 — k) = 1854.

Tato Cast permutacii nenecha ziadne Cislo na svojom mieste:

1854 1854
S = T % 0,37 = 379
70 T 5040 &



Princip zapojenia a vypojenia
Specialny pripad

Veta

Pocet permutacii n-prvkovej mnoziny, ktoré nenechaji ziadne Cislo
na svojom mieste, je rovny Cislu

Dy = En:(—l)k@(n — k)!

k=0
< o n 1)"
= (—1) mn—k)| n'Z

k=0
Nn'-l—nil—n'~0367879
T e 2718281... 7

Cislo e = 2,718281. .. sa nazyva Eulerove &islo.



Zaver

Cvicenie a kurz
» Princip zapojenia a vypojenia.
Organizacia predmetu

» Konzultacie
» Dnes o 14.30, m. |-16.
> V piatok o 12.00, online.
» 1. doméaca Gloha
> Riesenie odovzdat do MOODLE do dnesného vecera.
> Riesenie v editore, nie rukopis. Vynimka: 1. priklad (pozri
slajdy z 1. prednasky).
> Program nie je riesenim!
> Pracujte samostatne! Riesenia vzorovych prikladov st ovsem
volne k dispozicii.
> 1. semestralny test.
» V stredu 25. oktébra 0 18.10 v m. A a B.
» Téma: kombinatorika.
» Hodnotenie: 40 bodov.



Zaver

Otazky
» Ak mate otazku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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