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Zopakovanie

Suma£ná notáia

Neh am, am+1

, . . . , ai , . . . , an je kone£ná postupnos´ £ísel.

Symbolom

∑n
i=m ai ozna£ujeme sú£et de�novaný predpisom

n
∑

i=m

ai =

{

am + am+1

+ · · ·+ ai + · · · + an ak m ≤ n,

0 ak m > n.

Alternatívna notáia

n
∑

i=m

ai =
∑

i∈{m,...,n}

ai =
∑

m≤i≤n

ai



Zopakovanie

Binomiká veta

Neh n je prirodzené £íslo. Potom pre ©ubovolné £ísla x a y platí

(x + y)n =

n
∑

k=0

(

n

k

)

xkyn−k .

D�sledok

Pre kaºdé prirodzené £íslo n platí

n
∑

k=0

(

n

k

)

= 2

n

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

= 0

n =

{

1 ak n = 0,

0 ak n > 0.



Zopakovanie

Pravidlo sú£tu

Ak A a B sú disjunktné kone£né mnoºiny (A ∩ B = ∅), potom

|A ∪ B| = |A|+ |B | .

Komplement mnoºiny

Neh A je podmnoºina mnoºiny U . Komplement mnoºiny A v

mnoºine U je de�novaný predpisom

A = {x ∈ U | x /∈ A}.

Kombinatoriké pravidlo komplementu

Neh A je podmnoºina kone£nej mnoºiny U . Potom platí

|U| = |A|+
∣

∣A
∣

∣ |A| = |U| −
∣

∣A
∣

∣

∣

∣A
∣

∣ = |U| − |A| .



Zopakovanie

Komplement je involutívna mnoºinová operáia

Neh A je podmnoºina mnoºiny U . Potom platí

A = A.

De Morganove zákony

Neh A a B sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U . Potom platí

A ∪ B = A ∩ B A ∩ B = A ∪ B.

D�kaz



Zopakovanie

Jedno kombinatoriké po£ítanie

Neh A je podmnoºina kone£nej mnoºiny U . Potom platí

|A| =
∑

x∈A

1+
∑

x∈A

0.

Túto vlastnos´ budeme £asto £íta´ takto:

◮
Prvok x ∈ U prispieva k £íslu |A| jednotkou, ak x ∈ A.

◮
Prvok x ∈ U prispieva k £íslu |A| nulou, ak x /∈ A.



Zopakovanie

Príklad

Neh U = {1, 2, 3, 4, 5} je základné univerzum. Platí

|{1, 2, 4, 5}| = |{1, 2, 4}|+ |{2, 4, 5}| − |{2, 4}| .

Ukáºeme, ºe kaºdý prvok mnoºiny U prispieva rovnako k ©avej a

pravej strane rovnosti:

◮
1 ∈ U :

◮
2 ∈ U :

◮
3 ∈ U :

◮
4 ∈ U :

◮
5 ∈ U :

D�sledok: identita platí.



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 2

Veta

Ak A a B sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U , potom

|A ∪ B| = |A|+ |B | − |A ∩ B| .

Pretoºe A ∪ B = A ∩ B , platí tieº

∣

∣A ∩ B
∣

∣ = |U| − (|A|+ |B |) + |A ∩ B| .



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 2

Kombinatoriký d�kaz

Kaºdý prvok z U prispieva rovnako k ©avej a pravej strane rovnosti:

|A ∪ B| = |A|+ |B | − |A ∩ B| .



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 2

Príklad (zopakovanie)

Ko©ko elo£íselnýh rie²ení má rovnia

x
1

+ x
2

+ x
3

+ x
4

= 9,

ak vyºadujeme, aby platilo

0 ≤ x
1

0 ≤ x
2

0 ≤ x
3

0 ≤ x
4

.

Rie²enie



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 2

Príklad (zopakovanie)

Ko©ko elo£íselnýh rie²ení má rovnia

x
1

+ x
2

+ x
3

+ x
4

= 9,

ak vyºadujeme, aby platilo

0 ≤ x
1

≤ 1 0 ≤ x
2

0 ≤ x
3

0 ≤ x
4

.

Rie²enie



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 2

Príklad

Ko©ko elo£íselnýh rie²ení má rovnia

x
1

+ x
2

+ x
3

+ x
4

= 9,

ak vyºadujeme, aby platilo

0 ≤ x
1

≤ 1 0 ≤ x
2

≤ 2 0 ≤ x
3

0 ≤ x
4

.

Rie²enie

Pouºijeme priníp zapojenia a vypojenia:

∣

∣A ∩ B
∣

∣ = |U| − (|A|+ |B |) + |A ∩ B| .





Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 3

Veta

Ak A, B a C sú podmnoºiny kone£ne mnoºiny U , potom

|A ∪ B ∪ C | = |A|+ |B |+ |C | −

(|A ∩ B|+ |A ∩ C |+ |B ∩ C |) + |A ∩ B ∩ C | .

Pretoºe A ∪ B ∪ C = A ∩ B ∩ C , platí tieº

∣

∣A ∩ B ∩ C
∣

∣ = |U| − (|A|+ |B |+ |C |)+

(|A ∩ B|+ |A ∩ C |+ |B ∩ C |)− |A ∩ B ∩ C | .



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 3

Kombinatoriký d�kaz

Kaºdý prvok z U prispieva rovnako k ©avej a pravej strane rovnosti:

|A∪B∪C | = |A|+ |B|+ |C | −(|A∩B|+ |A∩C |+ |B∩C |)+ |A∩B∩C | .



Priníp zapojenia a vypojenia

Prípad n = 3

Príklad

Ko©ko elo£íselnýh rie²ení má rovnia

x
1

+ x
2

+ x
3

+ x
4

= 9,

ak vyºadujeme, aby platilo

0 ≤ x
1

≤ 1 0 ≤ x
2

≤ 2 0 ≤ x
3

≤ 3 0 ≤ x
4

.

Rie²enie

Pouºijeme priníp zapojenia a vypojenia:

∣

∣A ∩ B ∩ C
∣

∣ = |U| − (|A|+ |B |+ |C |)+

(|A ∩ B|+ |A ∩ C |+ |B ∩ C |)− |A ∩ B ∩ C | .





Priníp zapojenia a vypojenia

Obený prípad

Veta

Neh A
1

,A
2

, . . . ,An sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U . Potom

|A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An| =

(|A
1

|+ |A
2

|+ · · ·+ |Ai |+ · · · + |An|)−

(|A
1

∩ A
2

|+ |A
1

∩ A
3

|+ · · ·+ |Ai ∩ Aj |+ · · · ) +

(|A
1

∩ A
2

∩ A
3

|+ |A
1

∩ A
2

∩ A
4

|+ · · ·+ |Ai ∩ Aj ∩ Ak |+ · · · )−

· · ·

(−1)n+1 |A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An| .





Priníp zapojenia a vypojenia

Obený prípad

Veta

Neh A
1

,A
2

, . . . ,An sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U . Potom

|A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An| =
n

∑

i=1

|Ai | −
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj |+

∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak | − · · ·+ (−1)n+1 |A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An| .

∣

∣A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An

∣

∣ = |U| −
n

∑

i=1

|Ai |+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj | −

∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak |+ · · ·+ (−1)n |A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An| .



Priníp zapojenia a vypojenia

Obený prípad

Veta

Neh A
1

,A
2

, . . . ,An sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U . Potom

|A
1

∪ A
2

∪ · · · ∪ An| =
n

∑

k=1

(−1)k+1

∑

1≤i
1

<i
2

<···<ik≤n

|Ai
1

∩ Ai
2

∩ · · · ∩ Aik |

∣

∣A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An

∣

∣ =
n

∑

k=0

(−1)k
∑

1≤i
1

<i
2

<···<ik≤n

|Ai
1

∩ Ai
2

∩ · · · ∩ Aik | .



Priníp zapojenia a vypojenia

Obený prípad

Kombinatoriký d�kaz

Kaºdý prvok z U prispieva rovnako k ©avej a pravej strane rovnosti:

∣

∣A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An

∣

∣ =

|U | −
n

∑

i=1

|Ai |+
∑

1≤i<j≤n

|Ai ∩ Aj | −
∑

1≤i<j<k≤n

|Ai ∩ Aj ∩ Ak |+ · · · .





Priníp zapojenia a vypojenia

Obený prípad

Príklad

Ko©ko elo£íselnýh rie²ení má rovnia

x
1

+ x
2

+ x
3

+ x
4

= 9,

ak vyºadujeme, aby platilo

0 ≤ x
1

≤ 1 0 ≤ x
2

≤ 2 0 ≤ x
3

≤ 3 0 ≤ x
4

≤ 4.

Rie²enie





Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

Veta

Neh A
1

,A
2

, . . . ,An sú podmnoºiny kone£nej mnoºiny U . Neh

mnoºiny

Ai
1

∩ Ai
2

∩ · · · ∩ Aik

majú rovnako ve©a prvkov pre ©ubovolný výber k £ísel

1 ≤ i
1

< i
2

< · · · < ik ≤ n.

Potom

∣

∣A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An

∣

∣ =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

|A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ Ak | .



Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

D�kaz

Postupnými úpravami dostaneme

∣

∣A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ An

∣

∣ =
n

∑

k=0

(−1)k
∑

1≤i
1

<i
2

<···<ik≤n

|Ai
1

∩ Ai
2

∩ · · · ∩ Aik | =

n
∑

k=0

(−1)k
∑

1≤i
1

<i
2

<···<ik≤n

|A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ Ak | =

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

|A
1

∩ A
2

∩ · · · ∩ Ak | .



Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

Problém ²atniarky

Sedem pánov nav²tívi divadelné predstavenie a v²eti si odloºia

svoje klobúky v ²atni. Ko©kými sp�sobmi im m�ºe roztrºitá

²atniarka vyda´ klobúky spä´ tak, aby ºiaden pán nedostal svoj

vlastný klobúk?





Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

Rie²enie problému ²atniarky

Po£ítame po£et permutáií 7-prvkovej mnoºiny, ktoré nenehajú

ºiadne £íslo na svojom mieste.

1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 6 7





Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

Rie²enie problému ²atniarky

Po£et permutáií 7-prvkovej mnoºiny, ktoré nenehajú ºiadne £íslo

na svojom mieste, je rovný £íslu

D
7

= 7!− 7 · 6! +

(

7

2

)

5!−

(

7

3

)

4! +

(

7

4

)

3!−

(

7

5

)

2! +

(

7

6

)

− 1

=

(

7

0

)

7!−

(

7

1

)

6! +

(

7

2

)

5!−

(

7

3

)

4! +

+

(

7

4

)

3!−

(

7

5

)

2! +

(

7

6

)

1!−

(

7

0

)

0!

=

7

∑

k=0

(−1)k
(

7

k

)

(7− k)! = 1 854.

Táto £as´ permutáií nenehá ºiadne £íslo na svojom mieste:

1 854

7!
=

1 854

5 040

≈ 0,37 = 37%



Priníp zapojenia a vypojenia

�peiálny prípad

Veta

Po£et permutáií n-prvkovej mnoºiny, ktoré nenehajú ºiadne £íslo

na svojom mieste, je rovný £íslu

Dn =
n

∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

(n − k)!

=
n

∑

k=0

(−1)k
n!

k!(n − k)!
(n − k)! = n!

n
∑

k=0

(−1)k

k!

≈ n! ·
1

e

=
n!

2,718 281 . . .
= n! · 0,367 879 . . . .

�íslo e = 2,718 281 . . . sa nazýva Eulerove £íslo.



Záver

Cvi£enie a kurz

◮
Priníp zapojenia a vypojenia.

Organizáia predmetu

◮
Konzultáie

◮
Dnes o 14.30, m. I-16.

◮
V piatok o 12.00, online.

◮
1. domáa úloha

◮
Rie²enie odovzda´ do MOODLE do dne²ného ve£era.

◮
Rie²enie v editore, nie rukopis. Výnimka: 1. príklad (pozri

slajdy z 1. predná²ky).

◮
Program nie je rie²ením!

◮
Praujte samostatne! Rie²enia vzorovýh príkladov sú ov²em

vo©ne k dispozíii.

◮
1. semestrálny test.

◮
V stredu 25. októbra o 18.10 v m. A a B.

◮
Téma: kombinatorika.

◮
Hodnotenie: 40 bodov.



Záver

Otázky

◮
Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.



Konie predná²ky
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