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Zopakovanie

Pravidlo bijekcie

Pre lubovolné dve kone&né mnoziny A a B plati rovnost |A| = |B]
prave vtedy, ked existuje medzi nimi bijekcia.






Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Definicia
Kombinacné &islo (}) (&itaj n nad k) je definované vztahom

<n> n(n—1)--(n—k+1)

k)~ k!
Plati () =na (5) = 1.
Kombinatoricka interpretacia kombinacnych Cisel

Pre kazdé dve prirodzené Cisla n a k plati

(:) = C(n, k).

Tu C(n, k) oznaCuje pocet kombinacii k-tej triedy z n prvkov.






Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Alternativna definicia kombinaénych &isel
Pre kazdé dve prirodzené &isla n a k plati

n!
_ <
(”> _ L ki(n— k) akk<n,
k 0 ak kK > n.

Kombinatorika dokaz
Metédou dvojitého pocitania sa dokaze pripad k < n:

(Z)k!(n — k) = n.

Ak k > n, potom tvrdenie plynie z rovnosti C(n, k) = 0.






Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Konvencia
V tvrdeniach, ktoré obsahuji vyrazy typu (nfk), budeme casto
mlicky predpokladat, ze n > k.

Veta
Plati

:n(nz_l): <nﬁ2>'



Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Kombinatoricky dokaz



Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Veta
Pre kazdé dve prirodzené Cisla n a k < n plati

<Z> B (,,fk)

Kombinatoricky dokaz
Zobrazenie B
A A
je bijekciou medzi k-prvkovymi a (n—k)-prvkovymi podmnozinami
n-prvkovej mnoziny. Tvrdenie vety plynie z bijektivneho principu.



Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Poznamka
llustrujeme to pre pripad n =5, k =2 a n— k = 3. Nech U je
zakladna mnozina s 5-timi prvkami:

U=1{1,2,3,4,5}.



Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Pascalova formula
Pre kazdé dve prirodzené Cisla n > 1 a k > 1 plati

-G+

Kombinatoricky dokaz
Dokaz tvrdenia ilustrujeme pre pripad n=5a k = 3:

5)-()+ )



Kombinacné &isla

Zakladné vlastnosti

Nech U je zakladna mnozina s 5-timi prvkami:
U={1,2,3,4,5}

Plati:
» Pocet 3-prvkovych podmnozin mnoziny U je rovny Cislu ( )
» Pocet 3-prvkovych podmnozin mnoziny U, ktoré obsahuja Cislo
5, je rovny ¢Cislu (2)
» Pocet 3-prvkovych podmnozin mnoziny U, ktoré neobsahuji
Cislo 5, je rovny Cislu (g)

Tvrdenie potom plynie zo séitavacieho principu.



Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik

Tabul'ka hodnét kombinaénych cisel
Vychadzame z tychto vlastnosti:
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik

Tabul'ka hodnét kombinaénych cisel
Vychadzame z tychto vlastnosti:



Kombinacné &
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik

Tabul'ka hodnét kombinaénych cisel
Vychadzame z tychto vlastnosti:



Kombinacné &
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Kombinacné &
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik




Kombinacné &
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik




Kombinacné &

)()()
— o o

/I\)/I\)(\l/
111111
()()(



Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik




Kombinacné &

)()()
— o o

/I\)/I\)(\l/
111111
()()(



Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik




Kombinacné &
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Kombinacné &isla

Pascalov trojuholnik



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin

Uloha

Urcit pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny.






Kombinacné &
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Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin

Veta
Pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny je rovny Eislu 2".

Kombinatoricky dokaz

Zostrojime bijekciu medzi systémom vsetkych podmnozin
n-prvkovej mnoziny a n-bitovym slovami. Pretoze tych druhych je
2", tak tvrdenie vety potom plynie z bijektivneho principu.



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin

Konstrukciu bijekcie ilustrujeme pre pripad n = 5. Nech U je
zakladna mnozina s 5-timi prvkami:

U=1{1,2,3,4,5}.



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin

Veta
Pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny je rovny Eislu 2".

Veta (alternativna formulacia)
Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

@) () () (2o (7)==

Veta (jedno vylepsenie)
Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

6= () ) () (07 () -



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin

Veta (pomocou sumacnej notacie)

Pre kazdé prirodzené Cislo n plati
" /n
=2"
> (%)

Terminolégia

» symbol > je sumacny znak,
» premenna k je index,
» Cislo 0 je dolna hranica,

» Cislo n je horna hranica.



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov

Uloha
Urcit pocet podmnozin n-prvkovej mnoziny, ktoré maji parny resp.
neparny pocet prvkov.
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Kombinacné &



Kombinacné &isla

Pocet vsetkych podmnozin



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov

Veta

Nech n > 1. Poget podmnozin n-prvkove] mnoziny s parnym
poctom prvkov je rovny poctu podmnozin tej istej mnoziny s
neparnym poctom prvkov.

Désledok
Nech n > 1. Pocet podmnozin n-prvkove] mnozZiny s parnym resp.
neparnym po&tom prvkov je rovny &islu 2771,

Kombinatoricky dokaz

Zostrojime bijekciu medzi systémami vietkych podmnozin
n-prvkovej mnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov. Tvrdenie
vety potom plynie z bijektivneho principu.



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov

Konstrukciu bijekcie ilustrujeme pre pripad n = 4. Nech U je
zakladna mnozina s 4-mi prvkami:

U={1,2,3,4}.



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov

Uloha

Ako vyjadrit pomocou sumacnej notécie ten fakt, Ze pocet
podmnozin n-prvkove] mnoziny s parnym resp. neparnym poctom
prvkov je ten isty pre n > 1.

RieSenie

Postupnymi ekvivalentnymi Gpravami dostaneme

()« ()= ()= (5)+ )+
-0+ 0)-0)()-0) -



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov



Kombinacné &isla

Podmnoziny s parnym a neparnym poctom prvkov

Veta
Pre kazdé prirodzené Cislo n > 1 plati

Veta
Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

kz;(—l)"<2> = 0"






Sumacna notécia

Definicia
Nech am, am+1,---,4;,---,an Je kone€na postupnost Cisel.
Symbolom "7 a; oznaujeme stcet definovany predpisom

Z”:a,_ am+amt1 +--+aj+--+a, akm<n,
I:ml ak m > n.

Terminolégia
» symbol > je sumacny znak,
» premenna i je index,
» cCislo m je dolna hranica,

» Cislo n je horna hranica.



Sumacna notécia

Alternativna notacia

n
E aj = E a; = E a;
i=m

ie{m,...,n} m<i<n



Sumacna notécia

Niektoré vlastnosti
Plati

Za' Zaf

i=m
Za/ Zan m+i
i=m

n n
cZa,-:an,-
i=m i=m

Za,—l—b Za,—{—Zb,-.



Sumacna notécia

Dékaz

Nech m < n. Potom
am+am+1+am+2+"'+anfl+an:

ant+an-1+--+amt2+am+1 + am

c(am~+ am+1 +amy2 + -+ ap_1+ap) =
cam + cam+1 + camyo + -+ -+ cap—1 + cap

(am + bm) + (am+1 + bmy1) + -+ (an + bn) =
(am + amt1 + -+ an) + (bm + bmi1 + -+ + by).



Binomicka veta

Uloha

Urcite (konstantné) koeficienty v dplnom rozvoji vyrazu

(x+y)"
Hl'adané koeficienty sa nazyvaja binomické koeficienty.

Riesenie
Binomické koeficienty pre niektoré 3pecialne pripady:

(x+y)? =x* +2xy +y?

(x+y)® =x3+3x%y +3xy% + °

(x+y)* = x* + 43y +6x%y? + 4xy® + y*

(x+y)® = x5 +5x*y +10x3y? + 10x%y> + 5xy* + y°.



Binomicka veta
Pascalov trojuholnik
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Binomicka veta

Tvrdenie
Potom pre lubovolné &isla x a y plati

5 5 5
rp= (B (i (et
5 5 5
(2>X2y3 n <1>X1y4 n <0>X0y5
5 _
(5 ° k) x5k k
0
5) k Bk
x"y T
k=0 <k

I
x
o | Mm



Binomicka veta

Kombinatoricky dokaz
Plati

(x+y)° = (x+Y)x+Y)x+y)(x +y)(x + ).

Uvazujme napriklad tie roznasobenia vyrazu na pravej strane, ktoré
prispievaju jednotkou ku koeficientu pri Clene

X3y2

v jeho Gplnom rozvoji. Kazdé také roznasobenie odpoveda prave
jednému preusporiadaniu pismen 5-prvkového slova

XXXYY .

Ide o permutacie s opakovanim. Ich pocet je rovny &islu (g)



Binomicka veta

Binomicka veta
Nech n je prirodzené Eislo. Potom pre [ubovolné &isla x a y plati

(x +y)" = Zn: (:)Xkynk _ zn: <n f k>xnkyk'

k=0 k=0

Poznamka
Kombinacné Cisla sa preto tiez nazyvajiu binomické koeficienty.



Binomicka veta

Kombinatoricky dokaz
Plati

n Einitelov

(x+y)"=x+y)x+y)x+y) - (x+y)x+y).

Uvazujme tie roznasobenia vyrazu na pravej strane, ktoré prispievaji
jednotkou ku koeficientu pri ¢lene x¥y" =% v jeho tplnom rozvoji.
Kazdé roznasobenie odpoveda prave jednému preusporiadaniu
pismen n-prvkového slova (ide o permutacie s opakovanim)

k znakov (n—k) znakov

e N e N
XXX ... XX Yyyy...yy,

ktoré pozostava s k vyskytov znaku x a s (n—k) vyskytov znaku y.
Ich pocet je rovny &islu (7).



Binomicka veta

Désledok

Pre kazdé prirodzené Cislo n plati



Binomicka veta

Désledok

Pre kazdé prirodzené Cislo n plati

k=0

Dékaz

Plati

S5 ()

_ (n> (_1);(1,,,/( Binomiéké veta (_1 + 1)n —0".



Zikladné informéacie o predmete

Vseobecné informacie o kurze
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/

» Informacny list predmetu:

» sylabus predmetu,
> literatdra.

» Vyucba v predoslych rokoch.

Vyucba tento semester
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/2324zs/
» Novinky.
» Organizacia predmetu.
» Domace dlohy.
» Semestralne testy: 6. tyzden 25.X a 11. tyzdeh 29.Xl 0 18.10 v
poslucharni A a B.

v

Pravidla: podmienky na absolvovanie predmetu.



Zikladné informéacie o predmete

Prednasky
» Prednaska: pondelok 9.00 2h A.
» Ucitel: Jan Komara, m. I-16, jan.komara@fmph.uniba.sk.
» Konzultacie:

» pondelok 14.30 - 15.00, m. I-16;
» piatok okolo 13.00, online.

CviCenia a kurzy (mala prednaska/cvicenie)

>
>
>

1AIN1 (Komara): utorok 14.50 2h M-X, streda 8.10 2h M-VI.
1AIN2 (Nather): utorok 14.00 2h M-I, streda 8.10 2h M-IX.

1AIN3 (Markosova): utorok 14.50 2h M-VI, Stvrtok 11.30 2h
F1-328.

1AIN4 (Komara): utorok 11.30 2h M-X, streda 14.00 2h M-X.
1AIN5 (Mihalik): utorok 11.30 2h M-XI, streda 16.30 2h M-I.



Zikladné informéacie o predmete

Hodnotenie pocas semestra

» Pocas semestra modzete dohromady ziskat 150 bodov.

> 1.a 2. semestralny test: 2 x 40 bodov.

» Domace alohy: 40 bodov.

» Cvicenia: 40 bodov.

> Prémiové hodnotenie (aktivita na cvieniach, ...).

» PoZiadavka priebezného semestralneho hodnotenia: 75 bodov.

Skaskové obdobie

» Skoska pozostava z pisomnej (150 bodov) a Gstnej Casti
(teoreticka otazka pre hodnotenie A, B).

» Menej ako 75 bodov z pisomky: skiska sa musi opakovat.

Celkové hodnotenie
» Dohromady mozno ziskat 300 bodov.
> Znémky: E 50% (150 bodov), D 60%, C 70%, B 80%, A 90%.



Zikladné informéacie o predmete

Distan¢na vyucba

» Zakladné informacie
» link: https://uniba.sk/elearning

» Moodle
» domace alohy
» link: https://moodle.uniba.sk
» kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
> heslo: dmat20232024

» MS Teams
> konzultacie
» link: https://teams.microsoft.com
» kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
> kod: 21dw746



Zaver

Cvicenie a kurz
> Vlastnosti kombinaénych Cisel.
» Sumacna notacia.

» Binomickd a multinomicka veta.

Organizacia predmetu

» Konzultacie

» Dnes o 14.30, m. |-16.
» V piatok okolo 12.00, online (spresnenie vecer predtym).
» 1. doméca Gloha

» Zadanie na webovej stranke predmetu.

» Riesenie odovzdat do MOODLE najneskér v pondelok 9.
oktébra.

> Riesenie v editore, nie rukopis. Vynimka: 1. priklad (pozri
slajdy z 1. prednasky).

» Program nie je riesenim!



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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