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Zopakovanie

Kombinatorické pravidlo stctu

Nech A je kone€na mnoZina, ktora sa da vyjadrit ako zjednotenie
navzajom disjunktnych mnozin Ay, Ay, ..., Ax. Potom pocet prvkov
mnoziny A je urfeny sictom poctov prvkov mnozin Ay, A, ..., Ax:

|A| = |A1] + |A2| + -+ + |Ak] -

Kombinatorické pravidlo stacinu
Nech A je mnozina k-prvkovych postupnosti takych, ze
> prvé prvky takychto postupnosti vyberame n; spésobmi,
» pre kazdy vyber prvého prvku ich druhé prvky vyberame ny
sposobmi,
» pre kazdy vyber prvého a druhého prvku ich tretie prvky
vyberame n3 spésobmi,



Zopakovanie

» nakoniec pre kazdy vyber prvych k—1 prvkov ich posledné
prvky vyberame ny spésobmi.
Potom pocet postupnosti v mnozine A je rovny sicinu

N Ny N3+ -+ N =nNiNans...n.
Kombinatorické pravidlo komplementu
Nech A je podmnozina kone€nej mnoziny U. Potom plati
Al=[Ul-[A] Al =|Ul-]Al
kde A= {x € U| x ¢ A} je komplement mnoziny A v mnozine U.

Dékaz

Tvrdenie je désledok nasledujtcich vlastnosti

U=AUA  |AUA|=A+|A].



Zopakovanie

Faktorial
Faktoridlom prirodzeného Cisla n rozumieme &islo n! také, Ze

Plati1!=1a 0l = 1.

Permutacie
Zoradenie prvkov n-prvkovej mnoziny do postupnosti nazyvame
permutaciou tejto mnoziny. Ich pocet oznacujeme P(n).

Veta
Pre kazdé prirodzené Cislo n plati identita P(n) = nl.

Dékaz

Tvrdenie sa dokaze pomocou pravidla stcinu.



Zopakovanie

Permutéacie s opakovanim

Zoradenie n prvkov z k druhov do postupnosti, v ktorej prvky rov-
nakého druhu nerozlisujeme, nazyvame permutaciou s opakovanim n
prvkov z k druhov. Ich pocet oznaujeme P'(nq, ..., nk), ak medzi
tymi n prvkami je ny prvkov 1. druhu, ny prvkov 2. druhu, ..., ng
prvkov k-tého druhu, pricom ny + -+ ng = n.

Veta
Pre kazdé prirodzené Cisla ny,..., n, plati identita
m o+ 4 ng)!
P’(nl,...,nk):( )
n1! cee nk!

(Vyraz na pravej strane je rovny 1 pre k =0.)

Dékaz

Metédou dvojitého pocitania dokdZeme rovnost:

P’(nl,...,nk)nl!---nk!:(n1+-~+nk)!.



Zopakovanie

Variacie
Usporiadany vyber k prvkov z n prvkove] mnoziny sa nazyva
variaciou k-tej triedy z n prvkov. Ich pocet oznaCujeme V(n, k).

Veta
Pre kazdé prirodzené Cisla n a k plati identita

V(n,k)=n(n—1)---(n—k+1).

(Vyraz na pravej strane je rovny npre k =1a 1 pre k =0.)

Dékaz

Tvrdenie sa dokaze pomocou pravidla sicinu.



Zopakovanie

Umocnovanie
Prirodzenou n-tou mocninou, kde n je prirodzené Cislo, realneho
&isla a rozumieme &islo a" také, Ze

n-Cinitelov

n:

a a.a...-.a'

Platial = aa a® = 1.

Variacie s opakovanim

Usporiadany vyber k prvkov z n druhov, v ktorom prvky rovnakého
druhu nerozliSujeme, sa nazyva variaciou s opakovanim k-tej triedy
z n druhov. Ich pocet oznacujeme V'(n, k).

Veta
Pre kazdé dve prirodzené ¢isla n a k plati identita V/(n, k) = n*.

Dékaz

Tvrdenie sa dokdze pomocou pravidla sicinu.



Zopakovanie

Kombinatorika (strucné sylaby)

> 1. tyzden
Zikladné enumeracné principy: pravidlo sictu a sacinu.
Permutécie a varidcie bez opakovania a s opakovanim.

> 2. tyzden
Dalsie enumeracné principy: princip bijekcie. Kombinacie
bez opakovania a s opakovanim.

> 3. tyzden
Kombinaéné ¢isla. Kombinatorické identity. Binomicka a
multinomicka veta.

> 4. tyzden
Este jeden enumeralny princip: princip zapojenia a vypoje-
nia.



Zopakovanie

Literat(ra

> Jajcayova, T., Komara, J.: vlastné elektronické texty
zverejhované na webovej stranke predmetu.

» Knor, M.: Kombinatorika a tedria grafov I, MFF UK, 2000.

» Grimaldi, R. P.: Discrete and Combinatorial Mathematics.
Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.

Dopliujaca literatara
» Znam, S.: Kombinatorika a teéria grafov, MFF UK, 1981.

» Matousek, J., Nesetril, J.: Kapitoly z diskrétnej matematiky,
Nakladatelstvi Karolinum, Praha 2009 (4. vydanie).



Kombinacie
Motivacny priklad

Uloha

64 Clenov urbarskej spolocnosti vyberd medzi sebou 5 funkcionarov:
predsedu, tajomnika, hospodéra, pokladnika a revizora.

Kol'ko je réznych moznosti, ako ich mdzu vybrat?






Kombinacie
Motivacny priklad

Uloha

64 clenov sachovej spolocnosti vyberd medzi sebou 5 funkcionarov:

L W H £ &

Kral Dama Veza Strelec Jazdec
Kol'ko je réznych moznosti, ako ich mdzu vybrat?
Prvé riesenie
Najjednoduchsi sposob, ako to spravit, je vybrat funkcionarov

spolo¢nosti priamo. V takomto pripade ide o spocitanie poCtu
usporiadanych vyberov 5 ludi zo 64 ¢lenov. No a ten je rovny Cislu:

64-63-62-61-60.

Urcovali sme tu totiz pocet variacii 5-tej triedy zo 64 prvkov.






Kombinacie
Motivacny priklad

Uloha

64 ¢lenov Sachovej spolonosti vybera medzi sebou 5 funkcionarov:

L W H 2 &

Kral Dama Veza Strelec Jazdec

Kol'ko je rdznych moznosti, ako ich mdzu vybrat?

Druhé riesenie

Druhy sposob ako vybrat funkcionarov spociva vo zvoleni 5
¢lenného vyboru. Oznaéme si takyto (pre nas zatial neznamy)
pocet moznosti ako C(64,5). Clenovia vyboru si potom medzi
sebou rozdelia jednotlivé funkcie 5! spésobmi. Pocet moznosti ako
vybrat funkcionarov je v tomto pripade rovny Cislu:

C(64,5) - 5.






Kombinacie
Motivacny priklad
Poznamka

Oba spésoby vyberu funkcionarov tejto spoloc¢nosti veda k tomu
istému poctu. Plati tak identita

C(64,5) - 5! = 64 -63 - 62 - 61 - 60.

Odtial dostaneme

64-63-62-61-60
5! ‘

C(64,5) =

Zlomok na pravej strane sa nazyva kombinacné Cislo (654) (¢itaj 64
nad 5).

Poznamka
Kombinagneé &islo (%) tak uréuje poget neusporiadanych vyberov 5
prvkov zo 64 prvkovej mnoziny.






Kombinacie
Tedria
Kombinacné cisla
Kombinacné &islo (}) (&itaj n nad k) je definované vztahom

<n> n(n—1)--(n—k+1)

k)~ K|

Plati (;’) =na (g) =1.

Kombinacie
Neusporiadany vyber k prvkov z n-prvkovej mnoziny nazyvame
kombinaciou k-tej triedy z n prvkov. Ich pocet oznaéujeme C(n, k).



Kombinacie

Tebria

Veta
Pre kazdé dve prirodzené Cisla n a k plati

C(n, k) = <Z>
Dékaz

Tvrdenie sa dokaze metédou dvojitého pocitania
C(n,k)k!=n(n—1)---(n—k+1)

podobne ako v predchadzajicom priklade.



Kombinacie
Uzitocny priklad

Uloha

Nech k < n. Kolko je n-bitovych slov, ktoré maja prave k
jednotiek?

Riesenie
Ulohu mézeme vyriesit troma spdsobmi ako

> permutacie s opakovanim n bitov pozostavajacich s k
jednotiek a n — k nal;

» neusporiadany vyber k pozicii pre jednotky v n-bitovom slove,
zvy$né pozicie si obsadené nulami (ide o kombinacie k-te;
triedy z n prvkov);

» neusporiadany vyber n — k pozicii pre nuly v n-bitovom slove,
zvy$né pozicie si obsadené jednotkami (ide o kombinacie
(n—k)-tej triedy z n prvkov).



Kombinacie
Uzitocny priklad

Hladany pocet je tak rovny Cislu

(0 -(")



Zakladné kombinatorické principy

Kombinatorické pravidlo bijekcie

Pre lubovolné dve kone&né mnoziny A a B plati rovnost |A| = |B]
prave vtedy, ked . ...



Zakladné kombinatorické principy

Ako to zistit bez spocitania?
Nechceme sa riadit touto riekankou:
Jeden, dva, tri, Styri, pat,
spocitam si vsetko hned.
P&t kvietockov na like, pat prstekov na ruke,
pat gulécok v jednej jamke, utekajme k nasej mamke.
Jeden, dva, tri, Styri, pdt, uz to vieme naspamat.



Zakladné kombinatorické principy

Kombinatorické pravidlo bijekcie

Pre lubovolné dve kone&né mnoziny A a B plati rovnost |A| = |B]
prave vtedy, ked existuje medzi nimi bijekcia.






Zakladné kombinatorické principy

Uloha
Uvazujme rydzo rastiice 4-prvkové postupnosti, ktorych prvky
vyberame spomedzi Cisel 1,2,...,9. Kazda takato postupnost

(x1, X2, X3, x4) splia tieto nerovnosti
1<x <x<x3<x4<09.
Kol'ko takychto postupnosti je mozné vytvorit?
Riesenie
Nasledujice zobrazenie je bijekciou medzi mnozinou vietkych

4-prvkovych postupnosti s uvedenou vlastnostou a systémom
4-prvkovych podmnozin 9-prvkovej mnoziny {1,2,...,9}:

(x1, X2, x3,xa) — {x1, X2, X3, Xa}.

Podla pravidla bijekcie hladany pocet je rovny cislu (3).






Kombinacie s opakovanim
Priklad

Uloha
Kol'ko je moznosti ako pripravit menu zo 4 druhov jedal pre 7
zakaznikov?

Prvé riesenie (hladisko zakaznika)

Oznaéme si jednotlivé druhy jedal pismenami A, B, C a D. Kazdé
menu tak mozZeme reprezentovat ako slovo dlzky 7 nad 4-prvkovou
abecedou. Napriklad:

» slovo ADAABAD predstavuje menu kde prvy, treti, Stvrty a
Siesty zakaznik si vybral jedlo A, piaty zakaznik jedlo B, a
druhy a siedmy zakaznik jedlo D.

Ide tak o variacie s opakovanim 7-triedy zo 4 druhov. Hladany
pocet je rovny &islu
47 = 16 384.






Kombinacie s opakovanim
Priklad

Uloha
Kol'ko je moznosti ako pripravit menu zo 4 druhov jedal pre 7
zakaznikov?

Druhé riesenie (hladisko kuchara)

Teraz sa pozrieme na tato alohu z hl'adiska kuchéara. Z jeho
pohladu st menu reprezentované slovami ADAABAD a
AAAABDD nerozliitelné. Pytame sa preto, kolko je moznosti ako
pripravit takéto menu z hladiska kuchéara. Ozna¢me si tento pocet
ako C'(4,7).






Kombinacie s opakovanim
Priklad

Kazdé menu z pohladu kuchéara budeme reprezentovat ako
10-bitové slovo, ktoré pozostava z 3 jednotiek a zo 7 ndl.
Napriklad:

» 10-bitové slovo 0000101100 reprezentuje menu AAAABDD,
» 10-bitové slovo 0100100010 reprezentuje menu ABBCCCD.

Hladany pocet je tak rovny &islu

o 100 710\ (10)
COn=3m={s) =)=






Kombinacie s opakovanim
Priklad

Poznamka

Vsimnime si, ze €islo C'(4,7) urCuje poCet neusporiadanych
vyberov s opakovanim 7 prvkov zo 4 druhov. Tieto vybery
nazyvame kombinacie s opakovanim 7 triedy zo 4 druhov.

Poznamka
Nasledujice enumeracné Glohy vedl k tomu istému poctu, ako nas
problém vyberu jedal z hl'adiska kuchéra:
» Kolkymi réznymi spdsobmi mézno rozdelit 7 jednofarebnych
guldcok do 4 ocislovanych priehradok?
» Kolko nezédpornych celociselnych rieseni ma rovnica
x1 + x2 + x3 + x4 = 77 (RieSenia tvoria usporiadani particiu
Cisla 7.)






Kombinacie s opakovanim

Tebria

Kombinacie s opakovanim

Neusporiadany vyber k prvkov z n druhov, v ktorej prvky rovnakého
druhu nerozlisujeme, nazyvame kombinaciou s opakovanim k-tej
triedy z n druhov. Ich pocet oznacujeme C'(n, k).

Veta
Pre kazdé dve prirodzené Cisla n > 1 a k plati

o= et () - (1),

Dékaz

Tvrdenie dokazeme podobne ako v predchadzajicom priklade






Zikladné informéacie o predmete

Vseobecné informacie o kurze
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/

» Informacny list predmetu:

» sylabus predmetu,
> literatdra.

» Vyucba v predoslych rokoch.

Vyucba tento semester
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/2324zs/
» Novinky.
» Organizacia predmetu.
» Domace dlohy.
» Semestralne testy: 6. tyzden 25.X a 11. tyzdeh 29.Xl 0 18.10 v
poslucharni A a B.

v

Pravidla: podmienky na absolvovanie predmetu.



Zikladné informéacie o predmete

Prednasky
» Prednaska: pondelok 9.00 2h A.
» Ucitel: Jan Komara, m. I-16, jan.komara@fmph.uniba.sk.
» Konzultacie:

» pondelok 14.30 - 15.00, m. I-16;
» piatok okolo 13.00, online.

CviCenia a kurzy (mala prednaska/cvicenie)

>
>
>

1AIN1 (Komara): utorok 14.50 2h M-X, streda 8.10 2h M-VI.
1AIN2 (Nather): utorok 14.00 2h M-I, streda 8.10 2h M-IX.

1AIN3 (Markosova): utorok 14.50 2h M-VI, Stvrtok 11.30 2h
F1-328.

1AIN4 (Komara): utorok 11.30 2h M-X, streda 14.00 2h M-X.
1AIN5 (Mihalik): utorok 11.30 2h M-XI, streda 16.30 2h M-I.



Zikladné informéacie o predmete

Hodnotenie pocas semestra

» Pocas semestra modzete dohromady ziskat 150 bodov.

> 1.a 2. semestralny test: 2 x 40 bodov.

» Domace alohy: 40 bodov.

» Cvicenia: 40 bodov.

> Prémiové hodnotenie (aktivita na cvieniach, ...).

» PoZiadavka priebezného semestralneho hodnotenia: 75 bodov.

Skaskové obdobie

» Skoska pozostava z pisomnej (150 bodov) a Gstnej Casti
(teoreticka otazka pre hodnotenie A, B).

» Menej ako 75 bodov z pisomky: skiska sa musi opakovat.

Celkové hodnotenie
» Dohromady mozno ziskat 300 bodov.
> Znémky: E 50% (150 bodov), D 60%, C 70%, B 80%, A 90%.



Zikladné informéacie o predmete

Distan¢na vyucba

» Zakladné informacie
» link: https://uniba.sk/elearning

» Moodle
» domace alohy
» link: https://moodle.uniba.sk
» kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
> heslo: dmat20232024

» MS Teams
> konzultacie
» link: https://teams.microsoft.com
» kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
> kod: 21dw746



Zaver

Cvicenie a kurz
» Kombinacie bez opakovania a s opakovanim.

> Rozne enumeralné alohy, ktoré sa riesia podobne ako
kombinacie s opakovanim.

Organizacia predmetu

» Konzulticie
» Dnes o 14:30, m. |-16.
> V piatok okolo 13:00, online (spresnenie vecer predtym).
» 1. doméca Gloha
» Zadanie na webovej stranke predmetu niekedy vo Stvrtok.
» Kratky kurz z LaTeX-u bude v piatok 29. septembra predbezne

o 14.00, online, so zaznamom.
» RieSenie odovzdat do MOODLE najneskér v pondelok 9.
oktébra.



Zaver

Otazky
» Ak mate otdzku, tak zdvihnite ruku.



Koniec prednasky
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