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Zopakovanie

Kombinatorické pravidlo sú£tu
Nech A je kone£ná mnoºina, ktorá sa dá vyjadri´ ako zjednotenie
navzájom disjunktných mnoºín A1,A2, . . . ,Ak . Potom po£et prvkov
mnoºiny A je ur£ený sú£tom po£tov prvkov mnoºín A1,A2, . . . ,Ak :

|A| = |A1|+ |A2|+ · · ·+ |Ak | .

Kombinatorické pravidlo sú£inu
Nech A je mnoºina k-prvkových postupností takých, ºe
I prvé prvky takýchto postupností vyberáme n1 spôsobmi,
I pre kaºdý výber prvého prvku ich druhé prvky vyberáme n2

spôsobmi,
I pre kaºdý výber prvého a druhého prvku ich tretie prvky

vyberáme n3 spôsobmi,
I . . . ,



Zopakovanie

I nakoniec pre kaºdý výber prvých k−1 prvkov ich posledné
prvky vyberáme nk spôsobmi.

Potom po£et postupností v mnoºine A je rovný sú£inu

n1 · n2 · n3 · · · · · nk ≡ n1n2n3 . . . nk .

Kombinatorické pravidlo komplementu
Nech A je podmnoºina kone£nej mnoºiny U. Potom platí

|A| = |U| −
∣∣A∣∣ ∣∣A∣∣ = |U| − |A| ,

kde A = {x ∈ U | x /∈ A} je komplement mnoºiny A v mnoºine U.

Dôkaz
Tvrdenie je dôsledok nasledujúcich vlastností

U = A ∪ A
∣∣A ∪ A

∣∣ = |A|+ ∣∣A∣∣ .



Zopakovanie

Faktoriál
Faktoriálom prirodzeného £ísla n rozumieme £íslo n! také, ºe

n! = n · (n − 1) · (n − 2) · · · · · 3 · 2 · 1.

Platí 1! = 1 a 0! = 1.

Permutácie
Zoradenie prvkov n-prvkovej mnoºiny do postupnosti nazývame
permutáciou tejto mnoºiny. Ich po£et ozna£ujeme P(n).

Veta
Pre kaºdé prirodzené £íslo n platí identita P(n) = n!.

Dôkaz
Tvrdenie sa dokáºe pomocou pravidla sú£inu.



Zopakovanie

Permutácie s opakovaním
Zoradenie n prvkov z k druhov do postupnosti, v ktorej prvky rov-
nakého druhu nerozli²ujeme, nazývame permutáciou s opakovaním n
prvkov z k druhov. Ich po£et ozna£ujeme P′(n1, . . . , nk), ak medzi
tými n prvkami je n1 prvkov 1. druhu, n2 prvkov 2. druhu, . . . , nk
prvkov k-tého druhu, pri£om n1 + · · ·+ nk = n.

Veta
Pre kaºdé prirodzené £ísla n1, . . . , nk platí identita

P
′(n1, . . . , nk) =

(n1 + · · ·+ nk)!

n1! · · · nk !
.

(Výraz na pravej strane je rovný 1 pre k = 0.)

Dôkaz
Metódou dvojitého po£ítania dokáºeme rovnos´:

P
′(n1, . . . , nk) n1! · · · nk ! = (n1 + · · ·+ nk)!.



Zopakovanie

Variácie
Usporiadaný výber k prvkov z n prvkovej mnoºiny sa nazýva
variáciou k-tej triedy z n prvkov. Ich po£et ozna£ujeme V(n, k).

Veta
Pre kaºdé prirodzené £ísla n a k platí identita

V(n, k) = n(n − 1) · · · (n − k + 1).

(Výraz na pravej strane je rovný n pre k = 1 a 1 pre k = 0.)

Dôkaz
Tvrdenie sa dokáºe pomocou pravidla sú£inu.



Zopakovanie

Umoc¬ovanie
Prirodzenou n-tou mocninou, kde n je prirodzené £íslo, reálneho
£ísla a rozumieme £íslo an také, ºe

an =

n-£inite©ov︷ ︸︸ ︷
a · a · · · · · a .

Platí a1 = a a a0 = 1.

Variácie s opakovaním
Usporiadaný výber k prvkov z n druhov, v ktorom prvky rovnakého
druhu nerozli²ujeme, sa nazýva variáciou s opakovaním k-tej triedy
z n druhov. Ich po£et ozna£ujeme V′(n, k).

Veta
Pre kaºdé dve prirodzené £ísla n a k platí identita V′(n, k) = nk .

Dôkaz
Tvrdenie sa dokáºe pomocou pravidla sú£inu.



Zopakovanie

Kombinatorika (stru£né sylaby)

I 1. týºde¬
Základné enumera£né princípy: pravidlo sú£tu a sú£inu.
Permutácie a variácie bez opakovania a s opakovaním.

I 2. týºde¬
�al²ie enumera£né princípy: princíp bijekcie. Kombinácie
bez opakovania a s opakovaním.

I 3. týºde¬
Kombina£né £ísla. Kombinatorické identity. Binomická a
multinomická veta.

I 4. týºde¬
E²te jeden enumera£ný princíp: princíp zapojenia a vypoje-
nia.



Zopakovanie

Literatúra
I Jajcayová, T., Komara, J.: vlastné elektronické texty

zverej¬ované na webovej stránke predmetu.
I Knor, M.: Kombinatorika a teória grafov I, MFF UK, 2000.
I Grimaldi, R. P.: Discrete and Combinatorial Mathematics.

Boston : Pearson / Addison-Wesley, 2004.

Dopl¬ujúca literatúra

I Znám, �.: Kombinatorika a teória grafov, MFF UK, 1981.
I Matou²ek, J., Ne²et°il, J.: Kapitoly z diskrétnej matematiky,

Nakladatelství Karolinum, Praha 2009 (4. vydanie).



Kombinácie
Motiva£ný príklad

Úloha
64 £lenov urbárskej spolo£nosti vyberá medzi sebou 5 funkcionárov:

predsedu, tajomníka, hospodára, pokladníka a revízora.

Ko©ko je rôznych moºností, ako ich môºu vybra´?





Kombinácie
Motiva£ný príklad

Úloha
64 £lenov ²achovej spolo£nosti vyberá medzi sebou 5 funkcionárov:

K
Krá©

Q
Dáma

R
Veºa

B
Strelec

N
Jazdec

Ko©ko je rôznych moºností, ako ich môºu vybra´?

Prvé rie²enie
Najjednoduch²í spôsob, ako to spravi´, je vybra´ funkcionárov
spolo£nosti priamo. V takomto prípade ide o spo£ítanie po£tu
usporiadaných výberov 5 ©udí zo 64 £lenov. No a ten je rovný £íslu:

64 · 63 · 62 · 61 · 60.

Ur£ovali sme tu totiº po£et variácií 5-tej triedy zo 64 prvkov.





Kombinácie
Motiva£ný príklad

Úloha
64 £lenov ²achovej spolo£nosti vyberá medzi sebou 5 funkcionárov:

K
Krá©

Q
Dáma

R
Veºa

B
Strelec

N
Jazdec

Ko©ko je rôznych moºností, ako ich môºu vybra´?

Druhé rie²enie
Druhý spôsob ako vybra´ funkcionárov spo£íva vo zvolení 5
£lenného výboru. Ozna£me si takýto (pre nás zatia© neznámy)
po£et moºností ako C(64, 5). �lenovia výboru si potom medzi
sebou rozdelia jednotlivé funkcie 5! spôsobmi. Po£et moºností ako
vybra´ funkcionárov je v tomto prípade rovný £íslu:

C(64, 5) · 5!.





Kombinácie
Motiva£ný príklad

Poznámka
Oba spôsoby výberu funkcionárov tejto spolo£nosti vedú k tomu
istému po£tu. Platí tak identita

C(64, 5) · 5! = 64 · 63 · 62 · 61 · 60.

Odtia© dostaneme

C(64, 5) =
64 · 63 · 62 · 61 · 60

5!
.

Zlomok na pravej strane sa nazýva kombina£né £íslo
(
64

5

)
(£ítaj 64

nad 5).

Poznámka
Kombina£né £íslo

(
64

5

)
tak ur£uje po£et neusporiadaných výberov 5

prvkov zo 64 prvkovej mnoºiny.





Kombinácie
Teória

Kombina£né £ísla
Kombina£né £íslo

(n
k

)
(£ítaj n nad k) je de�nované vz´ahom(

n

k

)
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)
k!

.

Platí
(n
1

)
= n a

(n
0

)
= 1.

Kombinácie
Neusporiadaný výber k prvkov z n-prvkovej mnoºiny nazývame
kombináciou k-tej triedy z n prvkov. Ich po£et ozna£ujeme C(n, k).



Kombinácie
Teória

Veta
Pre kaºdé dve prirodzené £ísla n a k platí

C(n, k) =

(
n

k

)
.

Dôkaz
Tvrdenie sa dokáºe metódou dvojitého po£ítania

C(n, k)k! = n(n − 1) · · · (n − k + 1)

podobne ako v predchádzajúcom príklade.



Kombinácie
Uºito£ný príklad

Úloha
Nech k ≤ n. Ko©ko je n-bitových slov, ktoré majú práve k
jednotiek?

Rie²enie
Úlohu môºeme vyrie²i´ troma spôsobmi ako
I permutácie s opakovaním n bitov pozostávajúcich s k

jednotiek a n − k núl;
I neusporiadaný výber k pozícií pre jednotky v n-bitovom slove,

zvy²né pozície sú obsadené nulami (ide o kombinácie k-tej
triedy z n prvkov);

I neusporiadaný výber n − k pozícií pre nuly v n-bitovom slove,
zvy²né pozície sú obsadené jednotkami (ide o kombinácie
(n−k)-tej triedy z n prvkov).



Kombinácie
Uºito£ný príklad

H©adaný po£et je tak rovný £íslu

n!

k!(n − k)!
=

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)
.



Základné kombinatorické princípy

Kombinatorické pravidlo bijekcie
Pre ©ubovolné dve kone£né mnoºiny A a B platí rovnos´ |A| = |B|
práve vtedy, ke¤ . . . .



Základné kombinatorické princípy

Ako to zisti´ bez spo£ítania?
Nechceme sa riadi´ touto riekankou:

Jeden, dva, tri, ²tyri, pä´,
spo£ítam si v²etko hne¤.
Pä´ kvieto£kov na lúke, pä´ pr²tekov na ruke,
pä´ gulô£ok v jednej jamke, utekajme k na²ej mamke.
Jeden, dva, tri, ²tyri, pä´, uº to vieme naspamä´.



Základné kombinatorické princípy

Kombinatorické pravidlo bijekcie
Pre ©ubovolné dve kone£né mnoºiny A a B platí rovnos´ |A| = |B|
práve vtedy, ke¤ existuje medzi nimi bijekcia.





Základné kombinatorické princípy

Úloha
Uvaºujme rýdzo rastúce 4-prvkové postupnosti, ktorých prvky
vyberáme spomedzi £ísel 1, 2, . . . , 9. Kaºdá takáto postupnos´
(x1, x2, x3, x4) sp¨¬a tieto nerovnosti

1 ≤ x1 < x2 < x3 < x4 ≤ 9.

Ko©ko takýchto postupností je moºné vytvori´?

Rie²enie
Nasledujúce zobrazenie je bijekciou medzi mnoºinou v²etkých
4-prvkových postupností s uvedenou vlastnos´ou a systémom
4-prvkových podmnoºín 9-prvkovej mnoºiny {1, 2, . . . , 9}:

(x1, x2, x3, x4) 7→ {x1, x2, x3, x4}.

Pod©a pravidla bijekcie h©adaný po£et je rovný £íslu
(
9

4

)
.





Kombinácie s opakovaním
Príklad

Úloha
Ko©ko je moºností ako pripravi´ menu zo 4 druhov jedál pre 7
zákazníkov?

Prvé rie²enie (h©adisko zákazníka)
Ozna£me si jednotlivé druhy jedál písmenami A, B , C a D. Kaºdé
menu tak môºeme reprezentova´ ako slovo d¨ºky 7 nad 4-prvkovou
abecedou. Napríklad:
I slovo ADAABAD predstavuje menu kde prvý, tretí, ²tvrtý a

²iesty zákazník si vybral jedlo A, piaty zákazník jedlo B , a
druhý a siedmy zákazník jedlo D.

Ide tak o variácie s opakovaním 7-triedy zo 4 druhov. H©adaný
po£et je rovný £íslu

47 = 16 384.





Kombinácie s opakovaním
Príklad

Úloha
Ko©ko je moºností ako pripravi´ menu zo 4 druhov jedál pre 7
zákazníkov?

Druhé rie²enie (h©adisko kuchára)
Teraz sa pozrieme na túto úlohu z h©adiska kuchára. Z jeho
poh©adu sú menu reprezentované slovami ADAABAD a
AAAABDD nerozlí²ite©né. Pýtame sa preto, ko©ko je moºností ako
pripravi´ takéto menu z h©adiska kuchára. Ozna£me si tento po£et
ako C′(4, 7).





Kombinácie s opakovaním
Príklad

Kaºdé menu z poh©adu kuchára budeme reprezentova´ ako
10-bitové slovo, ktoré pozostáva z 3 jednotiek a zo 7 núl.
Napríklad:
I 10-bitové slovo 0000101100 reprezentuje menu AAAABDD,
I 10-bitové slovo 0100100010 reprezentuje menu ABBCCCD.

H©adaný po£et je tak rovný £íslu

C
′(4, 7) =

10!
3!7!

=

(
10
3

)
=

(
10
7

)
= 120.





Kombinácie s opakovaním
Príklad

Poznámka
V²imnime si, ºe £íslo C′(4, 7) ur£uje po£et neusporiadaných
výberov s opakovaním 7 prvkov zo 4 druhov. Tieto výbery
nazývame kombinácie s opakovaním 7 triedy zo 4 druhov.

Poznámka
Nasledujúce enumera£né úlohy vedú k tomu istému po£tu, ako ná²
problém výberu jedál z h©adiska kuchára:
I Ko©kými rôznymi spôsobmi môºno rozdeli´ 7 jednofarebných

gulô£ok do 4 o£íslovaných priehradok?
I Ko©ko nezáporných celo£íselných rie²ení má rovnica

x1 + x2 + x3 + x4 = 7? (Rie²enia tvoria usporiadanú partíciu
£ísla 7.)





Kombinácie s opakovaním
Teória

Kombinácie s opakovaním
Neusporiadaný výber k prvkov z n druhov, v ktorej prvky rovnakého
druhu nerozli²ujeme, nazývame kombináciou s opakovaním k-tej
triedy z n druhov. Ich po£et ozna£ujeme C′(n, k).

Veta
Pre kaºdé dve prirodzené £ísla n ≥ 1 a k platí

C
′(n, k) =

(n − 1+ k)!

(n − 1)!k!
=

(
n − 1+ k

n − 1

)
=

(
n − 1+ k

k

)
.

Dôkaz
Tvrdenie dokáºeme podobne ako v predchádzajúcom príklade





Základné informácie o predmete

V²eobecné informácie o kurze
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/
I Informa£ný list predmetu:

I sylabus predmetu,
I literatúra.

I Výu£ba v predo²lých rokoch.

Výu£ba tento semester
https://dai.fmph.uniba.sk/courses/dmat/2324zs/
I Novinky.
I Organizácia predmetu.
I Domáce úlohy.
I Semestrálne testy: 6. týºde¬ 25.X a 11. týºde¬ 29.XI o 18.10 v

posluchárni A a B.
I Pravidlá: podmienky na absolvovanie predmetu.



Základné informácie o predmete

Predná²ky

I Predná²ka: pondelok 9.00 2h A.
I U£ite©: Ján Komara, m. I-16, jan.komara@fmph.uniba.sk.
I Konzultácie:

I pondelok 14.30 - 15.00, m. I-16;
I piatok okolo 13.00, online.

Cvi£enia a kurzy (malá predná²ka/cvi£enie)

I 1AIN1 (Komara): utorok 14.50 2h M-X, streda 8.10 2h M-VI.
I 1AIN2 (Náther): utorok 14.00 2h M-III, streda 8.10 2h M-IX.
I 1AIN3 (Marko²ová): utorok 14.50 2h M-VI, ²tvrtok 11.30 2h

F1-328.
I 1AIN4 (Komara): utorok 11.30 2h M-X, streda 14.00 2h M-X.
I 1AIN5 (Mihálik): utorok 11.30 2h M-XI, streda 16.30 2h M-I.



Základné informácie o predmete

Hodnotenie po£as semestra
I Po£as semestra môºete dohromady získa´ 150 bodov.

I 1. a 2. semestrálny test: 2 x 40 bodov.
I Domáce úlohy: 40 bodov.
I Cvi£enia: 40 bodov.
I Prémiové hodnotenie (aktivita na cvi£eniach, . . . ).

I Poºiadavka priebeºného semestrálneho hodnotenia: 75 bodov.

Skú²kové obdobie
I Skú²ka pozostáva z písomnej (150 bodov) a ústnej £asti

(teoretická otázka pre hodnotenie A, B).
I Menej ako 75 bodov z písomky: skú²ka sa musí opakova´.

Celkové hodnotenie
I Dohromady moºno získa´ 300 bodov.
I Známky: E 50% (150 bodov), D 60%, C 70%, B 80%, A 90%.



Základné informácie o predmete

Distan£ná výu£ba
I Základné informácie

I link: https://uniba.sk/elearning

I Moodle
I domáce úlohy
I link: https://moodle.uniba.sk
I kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
I heslo: dmat20232024

I MS Teams
I konzultácie
I link: https://teams.microsoft.com
I kurz: 1-AIN-121 Diskrétna matematika (1) ZS 2023/24
I kód: 21dw746



Záver

Cvi£enie a kurz
I Kombinácie bez opakovania a s opakovaním.
I Rôzne enumera£né úlohy, ktoré sa rie²ia podobne ako

kombinácie s opakovaním.

Organizácia predmetu
I Konzultácie

I Dnes o 14:30, m. I-16.
I V piatok okolo 13:00, online (spresnenie ve£er predtým).

I 1. domáca úloha
I Zadanie na webovej stránke predmetu niekedy vo ²tvrtok.
I Krátky kurz z LaTeX-u bude v piatok 29. septembra predbeºne

o 14.00, online, so záznamom.
I Rie²enie odovzda´ do MOODLE najneskôr v pondelok 9.

októbra.



Záver

Otázky

I Ak máte otázku, tak zdvihnite ruku.



Koniec predná²ky
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