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I. prednaska
O logike a tomto kurze
Syntax vyrokovej logiky

20. februara 2017

1. O logike

L1 Co je logika

* Logika je vedna disciplina, ktora $tuduje formy usudzovania
- filozofickd, matematickd, informaticka, vypoctova
* Tri dolezité predmety zadujmu:
Jazyk zapis pozorovani, definicie pojmov, formulovanie tedrif
Syntax pravidla zapisu tvrdeni
Sémantika vyznam tvrdeni

Usudzovanie (inferencia) odvodenie novych dosledkov z doterajsich po-
znatkov

Dokaz presvedéenie ostatnych o spravnosti zaverov usudzovania

1.2 Poznatky a tedrie

* Vlogike sluzi jazyk na zapis tvrdeni, ktoré vyjadruji informacie — po-
znatky o svete

* Stubor poznatkov, ktoré povazujeme za pravdivé, tvori teériu

* Z teérie mézeme odvodit logické désledky, ktoré nie st priamo jej sucas-
tou, ale logicky z nej vyplyvaju



Priklad 1.1 (Party time!). Mame troch novych zndmych — Kim, Jima a Saru.
Organizujeme party a chceme na nu pozvat niektorych z nich.
Od spolo¢nych kamaratov sme sa ale dozvedeli o ich poziadavkach:

(P1) Sara nepdjde na party, ak pojde Kim.
(P2) Jim pdjde na party, len ak pdjde Kim.

(P3) Sara nepdjde bez Jima.

1.3 Mozné svety a logické dosledky

* Tvrdenie rozdeluje mnozinu moznych stavov sveta/svetov
na tie, v ktorych je pravdivé (modely),
a tie, v ktorych je nepravdivé

* Tedria mbéZe mat viacero modelov (ale aj ziaden)

Priklad 1.2. Vymenujme mozné stavy pritomnosti Kim, Jima a Sary na
party a zistime, v ktorych sa pravdivé jednotlivé tvrdenia nasej tedrie
a celd tedria.

* Logickymi dosledkami tedrie su tvrdenia, ktoré su pravdivé vo vsetkych
modeloch tedrie (svetoch, v ktorych je pravdiva)

Priklad 1.3. Logickym dosledkom tedrie (P1), (P2), (P3) je napriklad:
Sara nepojde na party.

1.4 Logické usudzovanie

* Vymenovanie vSetkych svetov je ¢asto nepraktické azZ nemozné
* Logické dosledky mozeme odvodzovat usudzovanim (inferovat)

* Pri odvodeni vychddzame z premis (predpokladov) a postupnostou tsud-
kov dospievame k zaverom



1.5 Usudzovacie pravidld, korektnost, dedukcia

Priklad 1.4. Vieme, ze ak na party pdjde Kim, tak nepojde Sara (P1),
a ze ak pbjde Jim, tak pojde Kim (P2).

Predpokladajme, Ze na party péjde Jim.

Potom podla (P2) pdjde aj Kim.

Potom podla (P1) nepdjde Séra.

Teda: Ak na party pdjde Jim, nepdjde Séra.

Ak st vSetky tsudky v odvodeni spravne, zaver je logickym désledkom
premis a odvodenie je jeho dokazom z premis

Uz Aristoteles zistil, Ze spravne tisudky sa daji rozpoznat podla ich formy,
bez ohladu na obsah

Ak pojde Jim, tak pdjde Kim. Ak je dilitium dekrystalizované,
tak antihmota neprudi.

Pojde Jim. Dilitium je dekrystalizované.

Pojde Kim. Antihmota neprudi.

Usudzovacie (inferenc¢né) pravidlo je vzor tsudkov dany formou tvr-
deni, s ktorymi pracuje

Ak A, tak B. } ,
vzory premis

A.

B. vzor zaveru

Korektné pravidlo odvodi z pravdivych premis pravdivy zaver

Dékaz je teda postupnost pouziti korektnych usudzovacich pravidiel
(najlepsie samozrejmych pre Citatela dokazu)

Dedukcia — usudzovanie iba pomocou korektnych pravidiel



1.6 Nededuktivne pravidla
Niektoré nie korektné usudzovacie pravidld su prakticky uzito¢né:

Indukcia — zovSeobecnenie:

Videl som tisic havranov.
Ziaden nebol inej farby ako Ciernej. Plat{ aj pre ¢ervené Fabie?

Vsetky havrany su Cierne.

Abdukcia — odvodzovanie moznych pric¢in z néasledkov:

Ak je batéria vybitd, auto nenastartuje.
Ak je nadrz prazdna, auto nenastartuje.
Nadrz nie je prazdna.

Auto nenastartovalo.

Co ak nam kuna
prehryzla kable?

Batéria je vybita.
Usudzovanie na zaklade analdgie (podobnosti)

Venusa md atmosféru, podobne ako Zem.

Na Zemi sa prejavuje sklenikovy efekt. A ¢o: Atmosféra

Zeme je dychatelnd?

Na Venusi sa prejavuje sklenikovy efekt.

1.7 Nededuktivne pravidla

» Zavery nededuktivnych pravidiel treba povazovat za hypotézy — plau-
zibilné, ale neoverené tvrdenia

* Hypotézy je nutné preverovat!

* Niektoré Specidlne pripady su spravne,
napriklad matematickd indukcia

* Usudzovanie s nededuktivnymi pravidlami je teda hypotetické

* Hypotetické usudzovanie je dolezité pre umeld inteligenciu

— Reprezentdcia znalosti a inferencia (magistersky predmet)

* Na tomto predmete sa budeme zaoberat iba dedukciou



1.8 Formalizacia

* Prirodzeny jazyk je problematicky — tvrdenia méZu byt viacznaé¢né, tazko
zrozumitelné, pouZzivat obraty a ustalené vyrazy so Specidlnym vyzna-

mom
v . v
— MiSo je mys.
. . v z P, .

— Videl som dievca v sale s dalekohfadom.

= Vlastnici bytov a nebytovych priestorov v dome prijimajt rozhodnutia na sch6dzi vlastnikov dvojtretinovou vaé$inou hlasov
vsetkych vlastnikov bytov a nebytovych priestorov v dome, ak hlasujti o zmluve o tivere a o kazdom dodatku k nej, o zmluve
o zabezpeceni tiveru a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o najme a kiipe veci, ktorti vlastnici bytov a nebytovych priestorov
v dome uzivajd s pravom jej kipy po uplynuti dojednaného ¢asu uzivania a o kazdom dodatku k nej, o zmluve o vstavbe
alebo nadstavbe a o kazdom dodatku k nim, o zmene tcelu uzivania spolo¢nych ¢asti domu a spolo¢nych zariadeni domu
a o zmene formy vykonu spravy; ak sa rozhoduje o nadstavbe alebo o vstavbe v podkrovi alebo povale, vyzaduje sa zarover

stihlas vSetkych vlastnikov bytov a nebytovych priestorov v dome na najvy$§om poschodi. — Zdkon ¢. 182/1993 Z. z. SR
v znent neskorsich predpisov

— Nikto nie je dokonaly.
* Tieto tazkosti sa obchddzaju pouZitim formdlneho jazyka

* Presne definovand syntax (pravidla zapisu tvrdeni)
a sémantika (vyznam) — podobne ako programovaci jazyk

* Problémy z redlneho sveta opisané v prirodzenom jazyku musime najprv
formalizovat, a potom nai mézeme pouZif logicky aparat

1.9 Formalizacia

* S formalizaciou ste sa uz stretli pri rieSeni slovnych tloh

Karol je trikrat star$i ako Méria. k=3m
Stcet Karolovho a Mdriinho veku je 12 rokov. >

Kolko rokov maji Karol a Méria? k+m=12

* Stretli ste sa uz aj s formdlnym jazykom vyrokovej logiky
Priklad 1.5. Sformalizujme nas party priklad:
(PO) Niekto z trojice Kim, Jim, Sdra pdjde na party.
(P1) Séra nepdjde na party, ak péjde Kim.
(P2) Jim pojde na party, len ak pdjde Kim.
(P3) Séra nepdjde bez Jima.



.10 Vypoctova logika — automatizicia usudzovania

I.11

Pre niektoré logiky si zndme kalkuly —
mnoziny usudzovacich pravidiel, ktoré st

korektné — odvodzuju iba logické dosledky

uplné — umoznuju odvodif vSetky logické dosledky

Zdakladna idea vypoctovej logiky:

— NapiSeme program,
ktory systematicky aplikuje pravidla logického kalkulu,
kym neodvodi zelany désledok,
alebo nevycerpd vSetky moznosti (nie vzdy je ich konecne vela!)

Skutocnost je komplikovanejsia, ale existuje mnoZzstvo automatickych usu-
dzovacich systémov

Jeden z prienikov informatiky a logiky

Vypoctova logika — aplikdcie

Overovanie, dopltianie, hfadanie d6kazov matematickych viet
Specifikicia a verifikdcia hardvérovych obvodov, programov, komunika¢-
nych protokolov

— Specifikdcia a verifikdcia programov (3. roénik)

— Formalne metddy tvorby softvéru (magistersky)

Logické programovanie
— Programovacie paradigmy (3. ro¢nik)
— Vypoctova logika (magistersky)

— Logické programovanie ASP (magistersky)

Databdzy — pohlady, integritné obmedzenia, optimalizacia dopytov

— Deduktivne databazy (3. ro¢nik)



* Sémanticky web a integracia dat z ré6znych zdrojov
— Reprezentdcia znalosti a inferencia (magistersky)

— Ontoldgie a znalostné inzinierstvo (magistersky)

* Analyza zdkonov, reguldcii, zmlav

.12

Spomerite si 1.1
Tvrdenie, ktoré je pravdivé vo vsetkych svetoch, v ktorych je pravdiva tedria, je
jej

A: premisou, C: zaverom,

B: logickym dosledkom, D: implikaciou.
Spomerite si 1.2

Utelom dokazu je presved¢it ostatnych o spravnosti nasho tsudku. Preto musi
J00 201 e A L/

Spomerite si 1.3
Usudzovanie, pri ktorom pouzivame iba také pravidla, ktoré z pravdivych pre-
mis vzdy odvodia pravdivé zavery, sa nazyva:

A: abdukcia, C: formalizacia, E: indukcia,

B: interpretacia, D: dedukcia, F: inferencia.

2. O tomto kurze

2.1. Sylabus

1.13 Cim sa budeme zaoberat v tomto kurze

Teoreticky » Jazykmi vyrokovej a predikatovej logiky,
ich syntaxou a sémantikou

* Korektnostou usudzovacich pravidiel

10



* Korektnostou a tiplnostou logickych kalkulov

* Automatizovatelnymi kalkulmi

Prakticky  * Vyjadrovanim problémov v jazyku logiky
* Automatizovanim rieSenia problémov pouzitim SAT-solverov

* Manipuléciou symbolickych stromovych Struktir (vyrazov — formuil
a termov)

* Programovanim vlastnych jednoduchych automatickych dokazova-
cov

Filozoficky ¢ Zamyslanymia nezamyslanymi okolnostami platnosti tvrdeni

* Obmedzeniami vyjadrovania a usudzovania

2.2. Organizacia kurzu

.14 Organizacia kurzu — rozvrh, kontakty, pravidla
https://dai.fmph.uniba.sk/w/Course:Mathematics_4

3. Vyrokova logika

3.1. Opakovanie: Vyrokova logika v prirodzenom jazyku

I.15 Opakovanie: Vyrokova logika v prirodzenom jazyku

Vyrok — veta, o pravdivosti ktorej ma zmysel uvazovat (zviacsa oznamovacia).

Priklady 3.1.
* Miro je v posluchdrni F1.
* Slne¢na stistava ma deviatu planétu.
* Mama upiekla kola¢, ale Editka dostala z matematiky Stvorku.

¢ Niekto zhasol.

Negativne priklady

¢ Toto je ¢udné.

11
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* Piste vSetci modrym perom!

* Preco je obloha modra?

Vyrokom priradujeme pravdivostné hodnoty

I.16 Opakovanie: Vyrokova logika v prirodzenom jazyku

Operécie s vyrokmi — logické spojky

* Vytvaraju nové vyroky, zloZzené (stvetia).

* Maju povahu funkcii na pravdivostnych hodnotach
spajanych vyrokov (boolovskych funkcii), teda
pravdivostnd hodnota zloZeného vyroku zavisi iba od pravdivostnych hod-
not podvyrokov.

Priklad 3.2. Negdcia, konjunkcia, disjunkcia, implikacia, ekvivalencia, ...

Negativny priklad
Spojku ,,pretoze“ nepovazujeme za logicku spojku.

Pravdivostnd hodnota vyroku ,Emka ochorela, pretoze zjedla babd¢ku“ sa
neda urdit funkciou na pravdivostnych hodnotach spéjanych vyrokov.

(Meta) matematika vyrokovej logiky

* Stredoskolsky pristup prili§ neoddeluje samotny jazyk vyrokovej logiky

od jeho vyznamu a vlastne ani jednu stranku jasne nedefinuje

* V tomto kurze sa budeme snazit byt presni

* Pojmy z vyrokovej logiky budeme definovat matematicky —

ako mnoziny, postupnosti, funkcie, atd.

* Na praktickych cvic¢eniach vela pojmov zadefinujete programatorsky: ako

refazce, slovniky, triedy a ich met6dy

Budeme sa pokusat dokazovat ich vlastnosti

12



* Budeme teda hovorit o formdlnej logike pomocou matematiky,
ktora je ale sama postavend na logike v prirodzenom jazyku

* Matematickej logike sa preto hovori aj meta matematika, matematika
o logike (a v kone¢nom doésledku aj o matematike)

3.2. Syntax vyrokovej logiky

1.18 Syntax vyrokovej logiky
* Syntax su pravidld budovania viet v jazyku
* Pri formalnych jazykoch s popisané matematicky

* Nedajte sa tym odradit, nie je to ovela iné ako programovanie

1.19 Symboly jazyka vyrokovej logiky

Definicia 3.3 (podla [ s , 1.1.1], rovnako dalSie). Symbolmi ja-
zyka vyrokovej logiky st:

* wyrokové premenné z nejakej nekoneénej spocitatefnej mnoziny V = {p1, po, . .

ktorej prvkami nie st symboly —, A, V, —, (a ), ani jej prvky tieto symboly neobsahuja;

* logické symboly (logické spojky): =, A, V, —
(nazyvané, v uvedenom poradi, ,nie“, ,a*, ,alebo*,
Jak ..., tak ... “);

e pomocné symboly: (a ) (lavd zdtvorka a pravd zdtvorka).

Spojka — je undrna (m4d jeden argument).
Spojky A, V, — st bindrne (maji dva argumenty).

13
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.20 Symboly, vyrokové premenné
Symbol je zdkladny pojem, ktory matematicky nedefinujeme.

Je o Cosi vSeobecnejsi ako pojem znak.
Priklad 3.4. Ako mnozinu vyrokovych premennych V moézeme zobrat vsetky
slova (teda konec¢né postupnosti) nad slovenskou abecedou a ¢islicami. Vyro-
kovymi premennymi potom su aj Jim, Kim, Sara.

Dohoda
Vyrokové premenné budeme oznacovat pismenami p, q, ..., podla potreby aj
s dolnymi indexmi.

Vyrokové premenné formalizuji jednoduché vyroky.

.21 Formuly vyrokovej logiky

Definicia 3.5. Formulou vyrokovej logiky (skratene formulou) nad mnozinou
vyrokovych premennych V je postupnost symbolov vytvorenad nasledovnymi
pravidlami:

* Kazda vyrokova premenna je formulou (volame ju atomickd f.).
* Ak A je formulou, tak aj —A je formulou (negdcia formuly A).

* Ak A a B su formulami, tak aj (A A B), (A V B) a (A — B) st formulami
(konjunkcia, disjunkcia, implikdcia formtl A a B).

Ni¢ iné nie je formulou.

Dohoda
Formuly oznacujeme velkymi pismenami A, B, C, X, Y, Z, podla potreby aj
s dolnymi indexmi. Mnozinu vSetkych formul oznacime &.

Formula je matematickou formalizaciou zlozeného vyroku.

14



II. prednaska
Sémantika vyrokovej logiky

27. februara 2017

II.1 Alternativna definicia formuly

Definicia 3.6. Vytvdrajiicou postupnostou je Tubovolnd kone¢na postupnost,
ktorej kazdy clen je vyrokova premennd, alebo ma tvar —A, priCom A je ne-
jaky predchddzajuci ¢len postupnosti, alebo ma jeden z tvarov (A A B), (A V B),
(A — B), kde A a B su nejaké predchéddzajice ¢leny postupnosti.

Definicia 3.7. Postupnost symbolov A je formula, ak existuje vytvarajtica po-
stupnost, ktorej poslednym prvkom je A. Ttito postupnost volame tiez vytvara-
juca postupnost pre A.

Priklad 3.8. Néajdime vytvarajticu postupnost pre formulu (=p — (p V q)).

I1.2

Spomerite si I1.1
Ktoré z nasledujtcich postupnosti symbolov sti formulami nad mnozinou vyro-
kovych premennych V = {p, q, 1, ...}?

A: (pV =gV -m), B: (p A (g — 1)) C: =(=(=p)).

I1.3 Jednozna¢nost rozkladu formul vyrokovej logiky

Tvrdenie 3.9 (o jednoznacnosti rozkladu). Pre kaZdi formulu X plati prdve
jedna z nasledujiicich mognosti:

* X je vyrokovd premennd.

* Existuje prdve jedna formula A takd, ze X = —A.

15



* Existujii prdve jedna dvojica formil A, B a jedna spojka b € {A, V, >}
také, e X = (A b B).

Priklad 3.10. Jednoznacnost rozkladu by pri neopatrnej definicii formuly ne-
musela platit. Ndjdime takd definiciu ,formuly“ a ,formulu®, ktora sa neda jed-
noznacne rozloZzit:

,JFormulou “ vyrokovej logiky nad mn. vyrok. prem. V je postupnost symbolov vy-
tvorend podla nasledovnych pravidiel: ...

II.4 Vytvarajuaci strom formuly

Definicia 3.11. Vytvdrajtici strom pre formulu X je bindrny strom T obsahujuci
v kazdom vrchole formulu, pri¢om plati:

* v koreni T je formula X,

¢ ak vrchol obsahuje formulu —A, tak méa prave jedno diefa, ktoré obsahuje
formulu A,

¢ ak vrchol obsahuje formulu (Ab B), kde b je jedna z bindrnych spojok, tak
ma dve deti, pri¢om favé dieta obsahuje formulu A a pravé formulu B,

* vrcholy obsahujtice vyrokové premenné st listami.

Priklad 3.12. Najdime vytvarajuci strom pre formulu ((p Aq) — ((=pV —=—q) V
(@ = —p))).

I.5 Podformuly

Definicia 3.13 (Priama podformula).
* Priamou podformulou —A je formula A.

* Priamymi podformulami (A A B), (A V B) a (A — B) st formuly A (favd
priama podformula) a B (pravd priama podformula).

Definicia 3.14 (Podformula). Vzfah byt podformulou je najmensia reldcia na
formuléch spltiajica:

16



* Ak X je priamou podformulou Y, tak X je podformulou Y.

* Ak X je podformulou Y aY je podformulou Z,
tak X je podformulou Z.

Priklad 3.15. Vymenujme priame podformuly a podformuly ((p V =q) A =(qg —
p))-

Spomerite si I1.2
S nasledujtce tvrdenia pravdivé? Odpovedzte dno/nie.

a) Vdaka jednoznacnosti rozkladu md kazdd formula prdve jednu priamu podfor-
mulu.

b) Postorderovy vypis vytvdrajticeho stromu formuly X
je vytvdrajicou postupnostou tejto formuly.

I1.7 Stupen formuly

Definicia 3.16 (Stupern formuly [deg(X)]).
* Vyrokova premennd je stupnia O.
* Ak A je formula stupna n, tak —A je stupna n + 1.

* Ak A je formula stuptia n; a B je formula stupnia n,, tak (A A B), (A V B)
a (A — B) st stupnia ny + np + 1.

Definicia 3.16 (Stupern formuly [deg(X)] stru¢ne, symbolicky).
e deg(p) = 0 pre kazdu p € V,
e deg(—A) = deg(A) + 1 pre kazdu A € &,
* deg((AAB)) = deg((AV B)) = deg((A — B)) = deg(A) + deg(B) + 1 pre
vSetky A, B € &.

Priklad 3.17. Aky je stupen formuly ((p V =q) A =(q — p))?
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I1.8 Indukcia na stupen formuly

Veta 3.18 (Princip indukcie na stupen formuly). Nech P je fubovolnd vlastnost
formul (P C &). Ak plati siicasne

baza indukcie: kaZdd formula stupria 0 md vlastnost P,

indukény krok: pre kaZdii formulu X z predpokladu, Ze vsetky formuly mensieho
stupria ako deg(X) maju vlastnost P,
vyplyva, e aj X md vlastnost P,

tak vsetky formuly majii vlastnost P (P = &).
Priklad 3.19. Dokédzme:

Mnozina vSetkych formul vo vytvarajucom strome formuly X je
rovna zjednoteniu mnoziny vSetkych podformil X s {X}.

Vyskusajte si I1.3
Stupeti formuly (5P — @) A Q) € «nvvereee et e

I.10 Mnozina vyrokovych premennych formuly

Definicia 3.20 (Mnozina vyrok. prem. formuly [vars(X)]).

* Ak p je vyrokova premennd, mnozinou vyrokovych premennych atomic-
kej formuly p je {p}.

* Ak V je mnoZzina vyrokovych premennych formuly A, tak V je tiez mno-
Zinou vyrok. prem. formuly —A.

* Ak V; je mnozina vyrok. prem. formuly A a V, je mnoZina vyrok. prem.
formuly B, tak V; U V5, je mnozinou vyrok. prem. formil (A A B), (AV B)
a(A— B).

Definicia 3.20 (vars(X) stru¢nejsie).
* Ak p je vyrokova premennd, tak vars(p) = {p}.

* Ak A a B st formuly, tak vars(—A) = vars(A) a vars((A A B)) = vars((A V
B)) = vars((A — B)) = vars(A) U vars(B).
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3.3. Sémantika vyrokovej logiky

II.11 Sémantika vyrokovej logiky

* Syntax jazyka vyrokovej logiky hovori iba tom, ako sa zapisuji formuly
ako postupnosti symbolov.

* Samé o sebe tieto postupnosti nemaju ziaden dalsi vyznam.
* Ten im dava sémantika jazyka vyrokovej logiky.

* Zavyznam vyrokov povazujeme ich pravdivostnd hodnotu.

II.12 Ohodnotenie vyrokovych premennych

* Vyrokové premenné predstavuju jednoduché vyroky.
e Ich vyznam (pravdivost) nie je pevne dany.

¢ Mbze zdavisiet od situdcie, stavu sveta
(Séra ide na party, svieti slnko, zobral som si dazdnik, ...).

* Ako vieme programdtorsky popisat pravdivost vyrokovych premennych
v nejakom stave sveta? A matematicky?

Definicia 3.21. Nech (t, f) je usporiadana dvojica pravdivostnych hodnét, t #
f, pricom hodnota t predstavuje pravdu a f nepravdu.
Ohodnotenim mnoziny vyrokovych premennych V nazveme kazdé zobraze-
nie v mnoziny V do mnoziny {t, f} (teda kazdu funkciuv: V — {t, f}.
Vyrokova premenna p je pravdivd pri ohodnoteni v, ak v(p) = t.
Vyrokova premennd p je nepravdivd pri ohodnoteni v, ak v(p) = f.

II.13 Ohodnotenie vyrokovych premennych

Priklad 3.22. Zobermet # f (napr.t =1,f =0),V ={a,4, 4 ...,%0,...,9, }*.
Dnes$né rano by popisalo ohodnotenie v; mnoziny V, kde (okrem iného):

vy (svieti_slnko) =t v1(zobral_som_si_dazdnik) = f
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Minulotyzdiiové rano opisuje ohodnotenie vy, kde okrem iného
vo(svieti_slnko) = f Uo(zobral som_si_dazdnik) = f

Jednu zo situdcii v probléme pozyvania kamaratov na party by popisalo ohod-
notenie, v ktorom (okrem iného):

v3(sara) = t v3(kim) = f v3(jim) = ¢

Preco ,,okrem iného“?

I.14 Spinanie vyrokovych formul

* Na formulu sa dé pozerat ako na podmienku,
ktort stav sveta bud splria (je v tomto stave pravdiva)
alebo nespliia (je v iom nepravdiva).

 Z pravdivostného ohodnotenia vyrokovych premennych v nejakom stave
sveta, vieme jednoznacne povedat,
ktoré formuly st v tomto stave splnené.

Priklad 3.23. Nech v3 je ohodnotenie mnoziny V = {a, ..., z}*, také Ze
v3(kim) =t v3(jim) = f vs(sara) = t.

Spinia svet s tymto ohodnotenim formulu (—=jim — —sara)?
Zoberieme vytvarajicu postupnost, prejdeme ju zlava doprava:

Formulu jim sara —jim  —sara  (—jim — —sara)

ohodn.vs nesplia splila splia nesplia nesplila

I1.15 Spifianie vyrokovych formdl — vytvérajtici strom

Priklad 3.23 (pokracovanie).
vg(kim) =t v3(jim) = f vs(sara) = t.
Ina mozZnost je pouZit vytvarajlci strom:
(—jim — —sara) - u; nesplila
vy spifia-~—jim  —s$ara--y; nesplia

v3 nespliia- jim sara -y, spliia

20



I1.16 Spinanie vyrokovych formil — program

* Proces zistovania, ¢i ohodnotenie spliia formulu,
vieme naprogramovat:

def satisfies(v, 4):

* Velmi podobne vieme zadefinovat splnenie matematicky.

IL.17 Spifanie vyrokovych formdil — definicia

Definicia 3.24. Nech V je mnoZina vyrokovych premennych. Nech v je ohod-
notenie mnoziny V. Pre vSetky vyrokové premenné p z V a vSetky formuly A,
B nad V definujeme:

+ v spifia atomicki formulu p vtt v(p) = t;

* v spifia formulu —A vtt v nespiiia A;

v spiiia formulu (A A B) vtt v spiiia A a v spiiia B;
« v spitia formulu (A V B) vtt v spitia A alebo v spiiia B;

« v spitia formulu (A — B) vtt v nespliia A alebo v spitia B.

Dohoda
» Skratka vtt znamend vtedy a len vtedy, ked.

* Vztah ohodnotenie v spliia formulu X skratene zapisujeme v |= X, ohod-
notenie v nespliia formulu X zapisujeme v | X.

* Namiesto v (ne)spliia X hovorime aj X je (ne)pravdivd pri v.
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I1.18 Spifanie vyrokovych formdl — priklad
Priklad 3.25. Nech vs je ohodnotenie mnoziny V = {a, ..., z}*, také Ze
v3(kim) =t u3(jim) = f vs(sara) = t.
Zistime, ktoré z formul
((kim V jim) V sara)
(kim — —sara) (jim — kim) (mjim — —sara)

ohodnotenie vs spliia a ktoré nesplna.

deg(X) us spita X v nespltia X
0 kim, sara jim
1 —jim, (kim V jim), (jim — kim) -sara
2 ((kim V jim) V sara) (kim — —sara)
3 (mjim — —sara)

I.19 Spinanie vyrokovych formul

Dohoda
V dalsich definiciach a tvrdeniach predpokladame, ze sme si pevne zvolili nejaku
mnozinu vyrokovych premennych V' a hodnoty ¢, f.
yFormulou“ rozumieme formulu nad mnoZzinou vyrok. prem. V.
,Ohodnotenim“ rozumieme ohodnotenie mnoziny vyrok. prem. V.

Tvrdenie 3.26. Splnenie vyrokovej formuly pri ohodnotent vyrokovych premen-
nych zdvisi iba od ohodnotenia (kone¢ného poctu) vyrokovych premennych, ktoré
sa v nej vyskytuj.

PresnejSie: Pre kazdu formulu X a vsetky ohodnotenia vy a v, ktoré zhodujii na
mnogine vyrokovych premennych vyskytujicich sa v X, plati v; |= X vtt v |= X.

120 Spifianie vyrokovych formdl

Dékaz. Indukciou na stupen formuly X.
Baza: Nech X je stupna 0. Podla vety o jednoznacnosti rozkladu a definicie
stupria musi byt X = p pre nejaki vyrokovi premennd. Zoberme Iubovolné
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ohodnotenia v; a vy, ktoré sa zhoduju na premennych v X, teda na p. Podla
definicie spifiania v; |= p vtt vy(p) = t vtt va(p) = t Vtt vy |= p.

Krok: Nech X je stupria n > 0 a tvrdenie plati pre vSetky formuly stupna
nizsieho ako n (induk¢ny predpoklad). Zoberme fubovoIné ohodnotenia vy a v,
ktoré sa zhoduju na premennych v X. Podla definicie stupiia a jednoznac¢nosti
rozkladu nastava prave jeden z pripadov:

¢ X = -A pre prave jednu formulu A. Pretoze deg(X) = deg(A) +1 >
deg(A), podra ind. predpokladu tvrdenie plati pre A. Ohodnotenia v; a v,
sa zhoduju na premennych v A (rovnaké ako v X). Preto v; | A vtt
Uy |=A,atedav; = mAvttuy [ Avttuy [ Avituy |E DA

* X = (A A B) pre prave jednu dvojicu formudl A, B. Pretoze deg(X) =
deg(A) + deg(B) + 1 > deg(A) aj deg(B), podra ind. predpokladu pre A
aj B tvrdenie plati. Podobne pre dalsie binarne spojky.

3.4. Tautoldgie, (ne)splnitenost, falzifikovatefnost

I1.21 Tautoldgia, (ne)splnitelnost, falzifikovatefnost

Definicia 3.27. Formulu X nazveme tautoldgiou (skratene |= X) vtt je splnena
pri kazdom ohodnoteni vyrokovych premennych.

Priklad 3.28. (p V =p), =(p A =p), (==p — p), (p — —==p), (p — (¢ — p)),
(p—>@—>r)—>(p—>q9 —(—r),(=q—-p)—(p—q)

Definicia 3.29. Formulu X nazveme splnitelnou vtt je splnena pri aspon jednom
ohodnoteni vyrokovych premennych.

Formulu X nazveme nesplnitelnou vtt nie je splnitelnd.

Formulu X nazveme falzifikovatelnou vtt je nesplnena pri aspoii jednom ohod-
noteni vyrokovych premennych.
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I1.22 ,Geografia® vyrokovych formuil podla spifiania

Splnitelné Falzifikovatelné

Splnitelné aj
falzifikovatelné

Tautologie

* Tautoldgie su vyrokovologické pravdy. St zaujimavé najmé pre klasicky
pohlad na logiku ako skimanie spravneho usudzovania.

* Vo vypoétovej logike je zaujimava splnitelnost a konkrétne spiiiajtice ohod-
notenia.

Obrazok podla [Papadimitriou, 1994]

Zamyslite sa I11.4
Ak formula nie je falzifikovateln4, je:

A: splnitelna, B: nesplnitelna, C: tautoldgia.
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III. prednaska
Vyplyvanie, ekvivalentné upravy
6. marca 2017

III.1 Tautoldgie a (ne)splniteknost

Tvrdenie 3.30. Formula X je tautoldogia vtt ked =X je nesplnitelnd.

Dékaz. (=) Nech X je tautoldgia, teda je splnend pri kazdom ohodnoteni vyro-
kovych premennych. To znamend, Ze —X je nesplnena pri kazdom boolovskom
ohodnoteni (podTa definicie spiiiania pri ohodnoteni), a teda neexistuje #iadne
ohodnotenie, pri ktorom by =X bola splnend, teda —X nie je splnitelnd.

(<) Opacne, nech —X je nesplnitelna. To znamen4, Ze pri kazdom ohod-
noten{ vyrokovych premennych je =X nesplnend. Podla definicie spiiiania je
teda X pri kazdom ohodnoteni splnenad, a teda je tautolégia. O

III.2 Teodrie
Neformdlne slovom tedria oznacujeme nejaky subor presvedceni o fungovani
sveta alebo jeho casti.

Definicia 3.31. (Vyrokovologickou) tedriou nazyvame kazdi mnozinu formdl.

Dohoda
Tedrie budeme oznacovat pismenami T, S, podla potreby s indexmi.

Priklad 3.32. Formalizacia problému pozyvania znamych na party je tedriou:

Tparty = { (kim V jim) V sara), (kim — —sara),

(jim — kim), (=jim — -sara) }
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III.3  Splnenie tedrie, model

Pojem spliiania sa jednoducho rozsiri na teorie.

Definicia 3.33. Nech T je teéria. Ohodnotenie v spiﬁa tedriu T (skratenev |= T)
vtt v spiiia kazdt formulu X z mnoZiny T.
Spiiiajtice ohodnotenie nazyvame modelom teérie T.

Priklad 3.34. Aké ohodnotenie spiﬁa (teda je modelom) Tparty?

Tvrdenie 3.35. Splnenie tedrie T pri ohodnoteni vyrokovych premennych zdvist
iba od ohodnotenia vyrokovych premennych, ktoré sa vyskytuju vo formuldch v T.

Presnd formul4cia je podobnd ako pri spifiani formil. Dékaz sporom, lebo
mnozina formul moéze byt nekonecna.
3.5. Vyrokovologické vyplyvanie

II1.4 Splnitelnost tedrie

* Kedy je tedria ,zla“?
* Ked nepopisuje Ziaden svet (stav sveta).
,Dobra“ je teda taka tedria, ktord ma aspon jeden model.

Definicia 3.36. Tedria T je sticasne (vyrokovologicky) splnitelnd vtt
existuje aspoii jeden model T, (t.j. ohodnotenie vyrokovych premennych, ktoré
spiiia véetky formuly z T).

Tedria je nesplnitelnd vtt nie je splnitelna.

Priklad 3.37. Tpary je sicasne splnitelnd mnozina formul.
Tparty U {sara} je sti¢asne nesplnitelnd mnozina formdal.

IIL.5 Vyrokovologické vyplyvanie

* AKky je ucel tedrii? Kedy je tedria uzitocna?

* Ked pomocou z nej dokazeme odvodit doteraz nezndme skutoc¢nosti, zis-
tit uvaZovanim (alebo pocitanim), ¢o vo svete plati, aj ked to priamo v te-
Orii nie je zapisané.
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* Takéto skutocnosti nazyvame dosledkami tedrie
a hovorime, Ze z nej vyplyvaju.

Priklad 3.38. Vsimnime si, Ze v kazdom ohodnoteni, ktoré spiﬁa Toartys
je premennd kim pravdiva.

Definicia 3.39 (Vyrokovologické vyplyvanie). Z tedrie T vyrokovologicky vy-
plyva formula X (X je vyrokovologickym désledkom T, skratene T |= X) vtt kazdé
ohodnotenie vyrokovych premennych, ktoré spifia T, spitia aj X.

II1.6 Vyplyvanie a (ne)splnitelnost

Tvrdenie 3.40. Formula X vyrokovologicky vyplyva z tedrie T vtt
mnogina Ty = T U {~X} je nesplnitelnd.

Dékaz. NechT = {X1, X, ..., Xpn, ...}
(=) Predpokladajme, ze X vyplyva z mnoziny T. Nech v je nejaké ohodno-
tenie V. Potrebujeme ukézat, %e v nespltia T;. Mdme dve moznosti:

* Ak v nespliia T, tak nespltia ani T;.

* Ak spitia T, tak v musi spiiiat aj X (definicia vyplyvania). To znamen4,
%e —X je nesplnend pri v, a teda v nespliiia T;.

(&) Opacne, nech T; je nesplnitelnd a nech v je nejaké ohodnotenie V. v teda
nespitia T;. Potrebujeme ukézat, %e ak v spitia T, tak potom v spiiia aj X. Ak
v spiﬁa T, potom spiﬁa kazdé X;. Kedze ale v nespiﬁa T1, v musi nespiﬁaf X
(jedina zostavajtica formula z T;), ¢o znamend, e v spifia X. O

III.7 Nezéavislost

Definicia 3.41. Formula X je nezdvisld od tedrie T, ak existuje dvojica ohodno-
teni vy, vy splilajdcich T, pricom v, spliia X, ale v, nesplia X.

Priklad 3.42. Atomickd formula jim je nezdvisld od Tparty-
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II1.8 Vztahy vyplyvania, implikdcii a tautologii

Tvrdenia

e TU{A} =BvttTFA— B

e {} E Avtt |E A (A je tautolégia)

* Nasledujuce tvrdenia su ekvivalentné:
- {Al, A2, ceay An} |: B
- (¢ (AL AA) A )NA)}EB
- {3 E(ALAA) A )NAy) — B)
- F (- (AL AA)A ) AAy) — B)

II1.9 Hlasujte

Spomerite si I11.1
Formula X vyplyva = teérie T vtt kagdy model T splria X.
Pravda alebo nepravda?

3.6. Ekvivalencia formuil

II.10 Ekvivalencia formul

Ako vieme pomocou doteraj$ich sémantickych pojmov vyjadrit,
ze dve formuly su ekvivalentné?

Definicia 3.43. Dve formuly X a Y st (vyrokovologicky) ekvivalentné vtt
pre kazdé ohodnotenie v vyrokovych premennych plati,
%e v spitia X vtt v spifia Y.

Ako suvisi ekvivalencia formul so ,,spojkou” prdve vtedy, ked («)?
Dohoda
Formulu (X — Y) A (Y — X)) skratene zapiSeme (X < Y).

Tvrdenie 3.44. Formuly X a'Y st vyrokovologicky ekvivalentné vtt
formula (X < Y) je tautolégia.
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III.11 Asociativita a komutativita konjunkcie a disjunkcie

Tvrdenie 3.45 (Asociativita a komutativita A a V). Nech A1, Ay, As su formuly.
Nasledujtice dvojice formul su ekvivalentné:

((A1 A A2) A Az) a (A1 A (Az A Az)),

((A1V Az) V Az) a (A1 V (Ax V Az)).

(A1 A\ A2) a (Az A\ A]),

(A1 \Y Az) a (Az \Y Al),

3.7. Ekvivalentné dpravy

II1.12 Ekvivalentné tpravy
Na Matematike (1) ste ekvivalente upravovali formuly.

Cielom je zvycajne formulu zjednodusif alebo upravit do pozadovaného tvaru
(napr. vstup pre SAT solver), pripadne ukazat, Ze je tautolégia upravenim na
zndmu tautoldgiu.

Co to ale vlastne je ekvivalentna tiprava?

Definicia 3.46. Zobrazenie u: & — & nazveme ekvivalentnou tipravou vtt
pre kazdu formulu A plati, Ze formuly A a u(A) su ekvivalentné.

Priklad syntaktickej manipuldcie formul s predvidatelnym sémantickym vy-
sledkom.

II1.13 Substitucia a ekvivalentné upravy
Oba druhy ekvivalentnych dprav su zalozené na substitiicii.

Definicia 3.47 (Substiticia). Nech X, A, B su formuly.
Substitiiciou B za A v X (skratene X[A|B])) nazyvame formulu, ktord vznikne
nahradenim kazdého vyskytu A v X formulou B.

Veta 3.48 (Ekvivalentné upravy). Nech X je formula, A a B su ekvivalentné for-
muly.
Potom X a X[A|B] st tiez ekvivalentné.
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Tvrdenie 3.49. Nech X je tautoldgia, a vyrokovd premennd a Y lubovolnd for-
mula.
Potom X[a|Y] je tiez tautoldgia.

II1.14 Ekvivalentné tupravy
Ekvivalentné tipravy zvycajne pozostavaju z kombinacie:

* nahradenia podformuly A vo formule X formulou B, ktord je ekvivalentna
s A;
Priklad 3.50. A = —--p B=p (g— ——=p)w(q—-p)

* nahradenia formuly, ktora vznikne dosadenim formuly A za nejaku vyro-
kovt premennt p vo formule X,
formulou, ktora vznikne dosadenim A za rovnaku premennd vo formule Y
ekvivalentnej s X.

Priklad 3.51. (=(r = s)A—q) ~» =((r —s)Vq)

X = (=p A =q) Y==(pVq)
A=(r—s)

II1.15 Ekvivalencie pre ekvivalentné upravy

Veta 3.52. Nech A, B a C st lubovolné formuly, T je lubovolnd tautolégia a L je
lubovolnd nesplnitelnd formula.
Nasledujtice dvojice formtl su ekvivalentné:

(AANBAC)a((AAB)AC) asociativnost
(AV(BVC)a((AvB)v(O)

(AANBVC)a((AAB)V(AAC)) distributivnost
(AV(BAC)a((AVB)A(AV Q)

(AAB)a (BAA) komutativnost
(AVB)a(BV A)

-(AAB)a(—=AV —B) de Morganove
—(AV B)a (=A A —B) pravidld
-—AaA dvojitd negdcia
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II1.16

Ekvivalencie pre ekvivalentné upravy

Veta 3.52 (Pokracovanie).

(ANA)a A idempotencia
(AVA)aA
(ANT)a A identita
(Av1l)aA
(AV(AAB))a A absorpcia
(AN(AVB))aA
(AV—-A)aT vyliclenie tretieho
(AN=A)a L spor

(A— B)a(=AV B) nahradenie —

3.8. Konjunktivna a disjunktivna normalna forma

Dohoda
Nech A1, A, ..., A, je kone¢nd postupnost formul.

Formulu (((A; A Ag) A A3) A - -+ A A,) budeme skratene zapisovat (A; A
Ay NAs A -+ A Ap), pripadne \I_; A;
a nazyvat konjunkcia postupnosti formul Ay, ..., A,.

Formulu (((A1 V Ay) V A3) V - -+ V A,) budeme skrétene zapisovat (A1 V
Ay V Ag V.-V Ap), pripadne \/I_; A;
a nazyvat disjunkcia postupnosti formtl Ay, ..., A,.

Pre n = 1 chapeme samotnu formulu A; ako konjunkciu aj ako disjunkciu
jednoprvkovej postupnosti formul A;.

Konjunkciu prazdnej postupnosti formtl (n = 0) chdpeme ako fubovolnd
tautolégiu (napriklad (p; V —p1)) a oznacujeme ju T.

Disjunkciu prazdnej postupnosti formtil chapeme ako f'ubovolnud nesplni-
telnt formulu (napriklad (p; A —=p1))
a oznacujeme ju L alebo O0.
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II1.18 Konjunktivna a disjunktivna normalna forma

Definicia 3.53. * Vyrokovu premennu alebo negédciou premennej nazyvame
literdl. Disjunkciu literalov nazyvame klaugula (tiez ,klauza®).

* Hovorime, ze formula X je v disjunktivnom normdlnom tvare (DNF), ak
X je disjunkciou formul, z ktorych kazda je konjunkciou literalov.

* Hovorime, ze formula X je v konjunktivnom normdlnom tvare (CNF), ak
X je konjunkciou klauz (formul, z ktorych kazda je disjunkciou literalov).

Priklad 3.54. e Literdly: p, —q, ...
e Klauzuly: (p V —q), ale aj p, L

* DNE: (p A—~q) V (mp AT)V (mp Aq A1),
ale aj (p A =q), (p V =q), q, —p

* CNF: ((mpV =q) A(pVr)A(pVqV-r)),
aleaj(pV-q),(A-q),q —p
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IV. prednaska
CNF, kalkuly

13. marca 2017

IV.1 Zapis ekvivalentnosti formul

Definicia 3.55. Formuly A a B st v relacii & vtt
pre kazdé ohodnotenie v plati v |= Avttv |= B,
teda ked formuly A a B sud ekvivalentné.

Veta 3.56. Reldcia < na formuldch je reldciou ekvivalencie,
teda je reflexivna, symetrickd a trangitivna.

IV.2 Zapis ekvivalentnosti formul

Dohoda

* Ak formuly A a B st ekvivalentné a B vznikne substitticiou podla viet 3.48
a 3.52, ndzov/skratku substituovaného paru ekvivalentnych podformul
zapiseme nad symbol <, napriklad:

dvoj.neg.
(AA-—-B) & (AAB)

* Zapisom A; & A; & -+ & A, vyjadrujeme,
Ze A & Ajr1 prekazdé 1 <i<n.

IV.3 Existencia DNF, CNF

Veta 3.57. 1. Ku kazdej formule X existuje ekvivalentnd formula A v disjunk-
tivnom normdlnom tvare.

2. Ku kazdej formule X existuje ekvivalentnd formula B v konjunktivnom nor-
mdlnom tvare.
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Dékaz. 1. Zoberme vsetky ohodnotenia v; také, ze v; |= X a vi(q) = f pre
vsetky premenné g nevyskytujice sa v X. Pre kazdé v; zostrojme formulu
C; ako konjunkciu obsahujucu p, ak vi(p) = t, alebo —p, ak v;(p) = f,
pre kazdd premennt p z X. Ocividne formula A = \/; C; je v DNF a je
ekvivalentnd s X (vymentva vSetky moZznosti, kedy je X splnend).

2. K =X teda existuje ekvivalentna formula A; v DNF. Znegovanim A; a ap-
likdciou de Morganovych pravidiel dostaneme formulu B v CNF, ktor4 je
ekvivalentna s X. O

IV.4 CNF - trochu lepsi pristup

* Skumanie vSetkych ohodnoteni nie je idedlny spdsob ako upravit formulu
do CNF — najma ked m4 vela premennych a jej splnitelnost chceme roz-
hodnuf SAT solverom.

* Je nejaky lepsi systematicky postup?
* VSimnime si:
CNF je konjunkcia disjunkcii literdlov — vyrokovych premennych alebo
ich negécii
Teda:
— CNF neobsahuje implikacie — ako sa ich zbavime?
— Negdcia sa vyskytuje iba pri vyrokovych premennych —
ako ju tam dostaneme, ak to tak nie je (napr. =(A V B))?
— Disjunkcie sa nachddzaju iba vnutri konjunkeii —
ako presunieme ,vonkajsie“ disjunkcie ,,dovnutra“ konjunkcii (napr.
(AV (BACQ)))?

IV.5 CNF - trochu lepsi pristup

Algoritmus CNF,

1. PrepiSeme implikacie:

« (A>B) & (-AVB).
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2. Presunieme — dovnutra pomocou de Morganovych pravidiel a dvojitej
negécie.

3. ,Rozndsobime“ A s V podTa distributivnosti a komutativnosti:
* (AV(BAC) & ((AVB)A(AVOQ))

e (BAC)VA) S AVBAC)S (AVBAAVC) e
(BvaAr@ave) S ((BVA)YA(CVA)

4. Prezatvorkujeme na pozadovany tvar pomocou asociativnych pravidiel.

Tvrdenie 3.58. Vyslednd formula alg. CNF1 je ekvivalentnd s pévodnou a je v CNF.

IV.6 CNF - trochu lep$i pristup
Priklad 3.59. ((a V =b) = =(c V (d A —e)))

<all> & (=(aV =b)V =(cV(d A —e))

<all> & ((=a A ==b) V =(c V (d A —e)))

<all> & ((aAb)V =(cV(d A —e)))

<all> & ((ma Ab)V (=c A =(d A —e)))

<all> & ((=aAb)V (=c A (=d V ==e)))

<all> & ((aAb)V (=c A (=d V)

<all> & (=aAb)V =c) A (ma Ab)V (=d V e)

<all> ey ((maV=c)AbBV =) A((maV(=dVe) A (bV(=dVe))))
<all> & ((maVv—=c) A(bVac)A(=aV (~d Ve))ADV (~d Ve)))

<all> & ((maVv=c)A(bV=c)A(=aV-dVe)A(bV-dVe)

IV.7 CNF - trochu lepsi pristup

* Algoritmus CNF; je jednoduchy, ale nie vzdy vyhodny
e VSimnite si:

— Z formuly ((p1 A q1) V (p2 A g2)) s 2 konjunkciami dostaneme
((p1 V p2) A(p1Vq2) A(q1Vp1) A(q1 V q2)) so 4 klauzulami
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= Z formuly ((p1 A q1) V (P2 A q2) V (p3 A g3))
s 3 konjunkciami dostaneme ((p1 V p2 Vp3)A(p1 V p2Vgs) A(p1V
q2 V p3) A(p1V g2 Vgs)A
(@1 Vp2Vp3) A(q1Vp2aVas)A(q1VgaVps)A(q1VaaVgs))
s 8 klauzulami

- Z((p1Aq1)V(p2Ag2) V- -V(pnAgn)) s n konjunkciami dostaneme
Axrefpnat " Nonetpnant Vier Xi 8 2" klauzulami

* Distribuovanie disjunkcii dovnitra konjunkcii teda méze formulu zvadsit
exponencidlne

IV.8 CNF - iny pristup

* Pri tprave formuly do CNF pre SAT solver nepotrebujeme,
aby bola vysledna formula s povodnou ekvivalentnd

e Stad¢i ndm ovela slab$ia vlastnost:

Definicia 3.60. Formuly X a Y st rovnako splnitelné (ekvisplnitelné, equisatis-
fiable) prave vtedy, ked X je splnitelna vtt Y je splnitelna.

Tvrdenie 3.61. Ak X a Y st ekvivalentné, su aj rovnako splnitelné.
Priklad 3.62 (Ekvivalentnost vs. ekvisplnitelnost). Si (p — q) a (p Ar) rovnako

splnitelné? St ekvivalentné?

IV.9 CNF - iny pristup

* Ako by sa da vyhnuit exponencidlnemu nérastu X = ((p1 A q1) V (p2 A
Q2)V"’V(Pn/\qn)),
ked ndm staci najst rovnako splnitelnd formulu?

* Oznatme X; = (p; A q;)-
— AKky je vztah medzi X a X;?
X je splnena vtt jedna z X; je splnena.

— Akymi klauzulami to vieme vyjadrit?
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IV.10 CNF - iny pristup

(X; > X)prekazdéie{1,...,n} (=X;VX)
X->X1V---VXp) (= XVXiV--- VX,
— AKky je vztah medzi X;, p; a q;?
X; je splnena vtt p; je splnend a q; je splnena.
— Akymi klauzulami to vieme vyjadrit?
Pre kazdéi € {1, ..., n}:
Xi — pi) (=Xi V pi)
Xi — q) (=Xi V qi)
(pA@) > X) (=pV—qVXp)
- Kolko klauzul potrebujeme? 4n + 1, celkovy stupeni CNF 11n + 1

Algoritmus CNF,

1.

Zostrojime vytvarajuci strom pre formulu X a oznac¢ime formuly v iom
Xo, X1, X5, ... tak, abeo = X.

. Pre kazdud formulu X;, ak X; = p pre nejakd p € V, oznadime x; = p,

inak oznacime ako x; novi vyrokovd premennd,
ktora bude ,reprezentovat® formulu X;.

. Vytvorime formuly, ktoré popisuju vztah medzi X; a jej priamymi podfor-

mulami prostrednictvom ,reprezenta¢nych® premennych:
* ak X; je tvaru —X; pre nejaké X;, priddme (x; < —x;),
* ak X; je tvaru (X; A Xi), priddme (x; < (xj A xx)),
* ak X; je tvaru (X; V Xx), priddme (x; < (x; V xx)),

* ak X; je tvaru (X; — Xi) priddme (x; & (x; — x)),

. Pridame formulu xy (chceme aby formula X bola pravdiva).

. VSetky nové formuly z krokov 3 a 4 prevedieme do CNF (je to jednoduché)

a spojime konjunkciou.
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IV.11 CNF - iny pristup

Tvrdenie 3.63. Vyslednd formula Y algoritmu CNF, je v CNF, jej di%ka je linedrna
voci velkosti X a Y je ekvisplnitelnd s X.

Lema 3.64. Ak X = (Ac B) je formula a p, q, r € V sa nevyskytuji v X, tak
XaY=(pA( e (gcr)) A(g & A) A (r & B)) st ekvisplnitelné.

IV.12 CNF - iny pristup
Priklad 3.65.

X0
Xo = ((@Vv =b) = =(c Vv (d A —e))) (x0 © (x1 = x2))
— ~
X1=(aVv=b) Xo==(cV(dA=e) x13 e (aVxs)xy e xg
AN \
a Xz=-b Xs=(cV(dA-e)) X3 <> =b x4 & (¢ V Xs5)
\ / AN
b ¢” Xs=(d A —e) x5 <> (d A xe)
AN
d Xg=—e Xg <> —e

\
e

3.9. Kalkuly

IV.13 Dokazovanie ekvivalencie syntakticky vs. sémanticky

* Pomocou substitiicie ekvivalentnych formul vieme dokazat, ze dve for-
muly su ekvivalentné bez toho, aby sme vysetrovali vSetky ohodnotenia
ich vyrokovych premennych.

* Vyhodné pri formulach s velkym poctom premennych.

e Formulu X = ((a V =b) — —(c V (d A —e))) sme upravili do CNFY =
((maV=c)A(bV=c)A(—aV-dVe)A(bV~-dVe)) pomocou 12 substiticii
ekvivalentnych podformuil.

e Zaroven sme dokazali, Ze X a Y su ekvivalentné.
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Iv.14

IV.15

Na dokaz ich ekvivalencie tabulkovou metédou by sme potrebovali vyset-
rif 32 pripadov.

Ekvivalencia syntakticky vs. sémanticky

Tabulkova metdda je sémanticka

- vyuziva ohodnotenia vyrokovych premennych
a spliianie formtl ohodnoteniami

Substitticie ekvivalentnych formul st syntaktickou metédou

— pracuju iba s postupnostami symbolov, nie s ohodnoteniami

Navyse su deduktivnou metdédou

— odvodime iba ekvivalentné formuly

M4 dve pomerne samozrejmé pravidla:

Eulerovské pravidlo nahradenia A B A B
ekvivalentnej formuly ekvivalentnou X © X[A|B] B C
a tranzitivita ekvivalencie AsC

Vela (nevyhoda) schém axiém — distributivnost, de Morgan, ...

— vytvorime z nich nekonecne vela axiém, zédkladnych ekvival.

Postupnost substitticii slizi ako dokaz:
Kazdy (aj program), kto pozna pravidlo a axiémy
fahko mechanicky overi, Ze postupnost je spravna

Dokazovanie vyplyvania a tautoldgii syntakticky vs. sémanticky — kalkuly

Ak za¢neme nejakou formulou a budeme substituovat ekvivalentné pod-
formuly, dostdvame postupne rézne formuly, ktoré su ale stdle ekviva-
lentné s pé6vodnou formulou.

Co keby sme zacali s tautolégiou?
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Dostavame stéle tautolégie.

Tautoldgie a vyplyvanie formul z mnoZzin sme doteraz dokazovali séman-
ticky — vySetrovanim vSetkych ohodnoteni.

Na tento ucel ale existuju aj syntaktické metédy — kalkuly.

Ukazeme si tri kalkuly:
hilbertovsky — klasicky, linearny, pomerne tazkopadny
tablovy — modernejsi, stromovy, prirodzenejsi

rezolvenciu — strojovy
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V. prednaska
Hilbertovsky a tablovy kalkul

20. marca 2017

V.1 Organiza¢né poznamky

Konzultac¢né hodiny
streda 13:10-14:30
na I-16 (Kfuka) a I-7 (Siska k praktickym cviceniam)
Midterm < piatok 7. aprila 0 12:30 v A
* (pondelok 10. aprila 0 18:10 v A)
Vysvetlovanie rieSeni
Vysvetlujte svoj postup, odvolavajte sa na definicie,

dajte najavo, Ze chapete stivislost medzi definovanymi pojmami, ktoré sa
nachadzaja v zadani a technikou, ktord pouzivate na vyrieSenie tilohy

Domace tlohy
Ohodnotené a okomentované rieSenia na cviceniach

Konzultacie po cviceniach alebo pocas konzult. hodin

V.2 Usudzovacie pravidla

* Na tvodnej prednaske sme usudzovacie pravidlo neformélne zadefinovali
ako vzor (Sabléna) usudkov, napriklad:

Ak A, tak B. } ,
vzory premis

A.

B. vzor zaveru

+ Usudok ziskame dosadenim vyrokov (alebo vyrokovych foriem) na pri-
slusné miesta v pravidle
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* Teraz sa pokusime:
- formélne zadefinovat pravidla,
- ukézat, ako pravidlami budujeme dékazy vyplyvania,

- diskutovat, ¢i st spravne a ¢i mézeme dokazat vsetky vyplyvania

V.3 Kalkul

Neformalne definicie:

* Odvodzovacie pravidlo je mnozina (n + 1)-tic formul, zapisovanych

A - Ay

(R) 1 )

vytvorend substiticiou do jednej vzorovej (n + 1)-tice.
Formuly Aj, ..., A, nazyvame premisami pravidla (R).

Formulu A nazyvame zdver pravidla (R).

* Pravidlo bez premis (n = 0) nazyvame schéma axiém a namiesto

A

ho zapisujeme iba A.

* Kalkul je systém odvodzovacich pravidiel.

3.10. Hilbertovsky kalkul

V.4 Hilbertovsky kalkul — axiémy a pravidlo

Definicia 3.66. Hilbertovsky kalkul sa sklada z axiém vytvorenych podla nasle-
dujtcich schém axiém pre vsetky formuly A, B, C:

(A1) (A—> (B— A)
A2) (A—>(B—>C)— ((A—B)—>(A—0)))

(A3) ((wA— -B) —> (B — A))
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(A4) ((AAB)— A), (AAB)— B)

(A5) (A— (B— (AAB))

(46) ((A— (AVB)), (B—(AVB))

(A7) (A—>C) > (B—C) —(AVB)— ()
a pravidla modus ponens:

A (A— B)

(MP) B

pre vSetky formuly A a B.

[ ) , §1.3]

V.5 Hilbertovsky kalkul — dokaz

Definicia 3.67. (Formdlnym) dékazom z mnoziny predpokladov S je postupnost
formul Yy, Ys, ..., Yy, v ktorej kazda formula Y; je

* predpoklad z mnozZiny S, alebo

» zaver odvodzovacieho pravidla, ktorého premisy sa nachadzaju v postup-
nosti pred Y;, teda Specidlne
- Y; je axiéma, inStancia jednej zo schém (A1)-(A7), alebo
- existujuj < iak <itaké, zeY; je zaver pravidla (MP) pre formuly
YiaYe = (Y; > 1)

Dékazom formuly X z S je taky dokaz z S, ktorého poslednym ¢lenom je X.
Formula X je dokdzatelnd z mnoziny predpokladov S
(skratene S + X) vtt, ked existuje dokaz X z S.

[ ) ,81.3]

43



V.6 Priklad d6kazu v hilbertovskom kalkule

Priklad 3.68. Najdime dékaz formuly Z = (X — X) z mnoziny predpokladov {}
(pre Tubovolnu formulu X):

Y;

X ->X—-X) in$tancia (A1) pre A=B =X

Vo= X - (X —>X)—> X)) inst. (Al) pre A=X,B=(X - X)

3=(X (X - X) 5 X) > (X - X > X) > X — X))
inst. (A2) pre A=C=X,B=(X - X)

Vi=(X—>X—>X) > X > X)) zéver (MP) pre Y, a Y3

Vs= (X > X) zdver (MP) pre Y] a Y

V.7 Veta o dedukcii

Veta 3.69 (o dedukcii). SU{X} FYvttS+ (X —>Y)

Dékaz. (<) Nech Yy, ..., Y, je dokaz (X — Y) z S. Potom Yy, ..., Y, X, Y je
dokazY z S U {X}.

(=) Nech Yy, ..., Y, je dékaz Y z SU{X}. Uplnou indukciou na k dokdZeme,
eSSk (X > Yy).

Bdza: Nech k = 1. Y; nemohla byt odvodena pravidlom (MP), takze je bud
axioma, alebo patri do S, alebo je X. V trefom pripade pouzijeme dbkaz (X —
X) z predchadzajuceho prikladu 3.68. V prvych dvoch pripadoch je postupnost
Y1, (Y1 —» (X > 17)), (X — Y7) dékazom (X — Y7).

Ind. krok: Nech k > 1 a plati IP: pre vSetky j < k mdme S + (X — Yj).

Ak Yy je axiéma, patri do S, alebo je X, postupujeme ako pre k = 1.

Ak je Yy zdverom pravidla (MP) preY; aY; = (Y; — Y), tak i, j < k a plati pre
ne IP. Teda existuje dokaz A, ..., A, formuly A, = (X — Y;) z S a dékaz By,
..., Bp formuly By = (X — (Y; — Y%)) z S. Dékazom formuly (X — Y;) potom
jet A1, .., Ag, B, oo, By, (X = (Vi = V) = (X — 1) = (X — Yy))),
(X = Y) = (X = Y)), (X — Yi). O

44



V.8 Dokazovanie s vetou o dedukcii

Priklad 3.70. UkéZme {} + (A — B) » ((B > C) — (A — ()))
(pre Tubovolné formuly A, B a C).

Podrla vety o dedukcii mdme {} + ((A — B) = ((B — C) — (A — Q))) vtt
{A-=B}+r(B>C) > A—>C)vtt{(A—> B),(B—>C)} (A — C)vtt
{(A—> B),(B— C),A}+C.

Posledny dokaz najdeme velmi Tahko:

Y1i=A predpoklad
Y, = (A— B) predpoklad
Ys= B (MP) preY; a Yy
Y,= (B—C) predpoklad
Ys = C (MP) pre Y3, Ya

PodTla tivodnej ivahy teda {} + (A — B) — ((B —» C) — (A — (Q)))
(ale nevieme, ako tento dokaz presne vyzerd).

V.9 Dokazovanie s vetou o dedukecii

Priklad 3.71. Ukazme {} + (=X — (X — Y)) (pre TubovolIné formuly X a Y).

= (_'X - (_‘Y - _‘X)) (A1) pre A=-X,B=-Y

Y2: ((—|Y—)—|X)—)(X—>Y)) (A3)preA=Y,B=X

dokaz z prikladu 3.70

Y, = ((—lX - (=Y - -X)) —
(((—|Y X)) > X->oYV) o (- X>X— Y))))

Yor1 = (Y = =X) » (X = Y)) = (=X = (X = Y)))
(MP) preY; a Yy

Yo = (X > (X > Y)) (MP) pre Yy a Y41

45



V.10 Korektnost a tplnost hilbertovského kalkulu

Veta 3.72. Pre kazdui mnoZinu formul S a kazdu formulu X plati:

(korektnost) ak je X dokdzatelnd z S (S + X),
tak X vyrokovologicky vyplyva z S (S k X);

(Uplnost) ak X vyrokovologicky vyplyva z S (S F X),
tak X je dokdzatelnd z S (S + X).

Korektnost (angl. soundness) hilbertovského kalkulu vyplyva matematickou
indukciou na diZku dékazu z korektnosti pravidiel:
Ak S je mnozina vyrokovych formul a

A - Ay
A

je pravidlo (axiéma alebo (MP)), potom ak Ay, ..., A, stcasne vyplyvaji z S,

tak aj A vyplyva z S.
Uplnost (angl. completeness) je komplikovanejgia.

V.11

Vyskisajte si V.1
Ukazte {} + (==X — X).

3.11. Tablovy kalkul

V.12 Dokaz tautolégie sporom

Priklad 3.73. Je formula X = (p — (q — (p A q))) tautoldgia?

Dokazme tvrdenie sporom: Zoberme lubovolné ohodnotenie v a predpokla-
dajme (1) v £ (p = (q = (p A q)).
Potom podla definicie splfiania (2) v = pa (3) v |# (g — (p A q)), teda opét
podra definicie spitiania (4) v |= g a (5) v | (p A ).
Z faktu (5) dostavame, Ze (6) v |# p alebo (7) v | q. Nevieme, ktord z tychto
moznosti plati pre v, ale m6Zeme ich predpokladat nezdvisle od seba:

* Nech plati (6), teda v [# p. To je vSak v spore s faktom (2).
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Nech plati (7). To je v spore s faktom (4).

V oboch pripadoch sme dospeli k sporu a dalSie moznosti nie su.
Preto v |= X.

V.13

Dokaz tautologie sporom

Priklad 3.74. Predchadzajicu tivahu mézeme stru¢ne zapisat, ak sa dohod-
neme, ze:

V.14 DoOkaz tautoldgie sporom

FX oznacuje, Ze v nesplia X;
TX oznacuje, Ze v spliia X;

ak z niektorého z predchadzajtcich faktov vyplyva priamo z definicie
spifiania novy fakt, zapiSeme ho do dal$ieho riadka;

ak z niektorého faktu vyplyva, zZe plati fakt F; alebo fakt F,, rozdelime
uvahu na dve nezavislé vetvy, pricom prva zacne faktom F; a druha fak-
tom Fy;

ak nastane spor, priddme riadok so symbolom .

Priklad 3.75.

(1) F(p > (@— (pA Q)
(2) Tp z (1)
(3) F(g — (p A q) z (1)
4) Tq z (3)
(5) F(p A q) z (3)
(6) Fp z(5) (7) Fq z(5)
* medzi (2) a (6) *  medzi (4) a (7)
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V.15 Spiianie a priame podformuly

Pozorovanie 3.76. Nech v je lubovolné ohodnotenie vyrokovych premennych.
Nech X a'Y st tubovolné formuly.

1. T) Ak v spliia —X, tak v nesplria X.
F) Ak v nespliia =X, tak v spliia X.

2. T) Akvspliia (X AY), tak v spliia X a v spliia Y.
F) Ak v nespliia (X AY), tak v nespliia X alebo v nesplria Y.

3. T) Akvspliia (X VY), tak v spliia X alebo v splria Y.
F) Ak v nespliia (X VY), tak v nespliia X a v nespliia Y.

4. T) Akvspliia (X — Y), tak v nespliia X alebo v spliia Y.
F) Ak v nespliia (X — Y), tak v spliia X a v nesplia Y.

V.16 Oznacené formuly a ich sémantika

Definicia 3.77. Nech X je formula vyrokovej logiky.
Postupnosti symbolov TX a FX nazyvame oznacenymi formulami.

Definicia 3.78. Nech v je ohodnotenie vyrokovych premennych a X je formula.
Potom

* v spitia TX vtt v spitia X;
* v spifia FX vtt v nespliia Y.
Dohoda
Pre oznacené formuly budeme pouzivat velké pismena zo zaciatku a konca
abecedy s hornym indexom + a pripadne s dolnymi indexmi, napr. A*, X

Pre mnoziny oznacenych formul budeme pouzivat pismena S, T s hornym
indexom + a pripadne s dolnymi indexmi, napr. S*, T
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V.17 Tablové pravidla
PodTa pozorovania 3.76 a definicie 3.78 m6zeme sformulovat pravidla pre ozna-
¢ené formuly:

a B
a1 B1| B2
(0%))

TX AY) F(X AY) T-X
TX FX \ FY FX
TY

F(X VY) T(X VY) F-X
FX TX \ TY TX
FY

F(X - Y) T(X - Y)

TX FX \ TY
FY

V.18 Jednotny zapis oznacenych formuil — «

Definicia 3.79 (Jednotny zdpis oznacenych formul typu a).

Oznacend formula A* je typu @ vtt m4 jeden a a;
z tvarov v favom stipci tabulky pre nejaké TXAY) TX TY
formuly X a Y. Takéto formuly budeme F(XVY) FX FY
oznacovat pismenom «; a1 bude oznacovat F(X >Y) TX FY
prll'sluém'l oznacenti formulu zo stredného ) T-X EX FX
stlpca a a5 prislusnu formulu z pravého stlpca. FoX TX TX

Pozorovanie 3.80 (Stru¢ne vdaka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie vyrokovych premennych.
Ak v spliia a, tak v spliia a1 a v spliia s.

V.19 Jednotny zapis oznacenych formul —
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Definicia 3.81 (Jednotny zdpis oznacenych formul typu ).

Oznacdend formula B* je typu B vtt md jeden B B1 B2
z tvarov v lavom stllpc1 tabulky pre nejaké FXAY) FX FY
formlvlly X a,Y. Takéto formuly budemev TXVY) TX TY
oznacovat pismenom f; 87 bude oznacovat TX —»Y) FX TY

prislusnu oznacenu formulu zo stredného
stlpca a 85 prislusnd formulu z pravého stlpca.

Pozorovanie 3.82 (Stru¢ne vdaka jednotnému zapisu). Nech v je lubovolné
ohodnotenie vyrokovych premennych.
Ak v spliia B, tak v splria B, alebo v spliia Bo.

V.20 Tablo pre mnozinu oznac¢enych formul

Definicia 3.83. Analytické tablo pre mnoginu oznacenych formiil S* (skratene
tablo pre S*) je bindrny strom, ktorého vrcholy obsahujii oznac¢ené formuly
a ktory je skonstruovany podfa nasledovnych rekurzivnych pravidiel:

e Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujicim niektort oznacent
formulu A* z S* je tablom pre S*.

* Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre S* je aj
kazdé priame rozsirenie 7 ktoroukolvek z operéacii:

A: Ak sa na vetve m,, (ceste z koretia do y) vyskytuje nejakéd oznacend
formula «, tak ako jediné diefa y pripojime novy vrchol obsahujtci
a7 alebo as.

B: Ak sa na vetve m, vyskytuje nejakd oznacena formula S, tak ako
deti y pripojime dva nové vrcholy, pricom Tavé diefa bude obsaho-
vat 31 a pravé (5.

Ax: Ako jediné diefa y pripojime novy vrchol obsahujtci fubovolIntd ozna-
¢end formulu A* € S*.

Ni¢ iné nie je tablom pre S*.
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V.21 Vetvy a uzavretost

Definicia 3.84. Vetvou tabla 7 je kazda cesta od koretia 7 k niektorému listu 7°.
Oznacdend formula X* sa vyskytuje na vetve m v 7~ vtt sa nachddza v niektorom
vrchole na 7.

Definicia 3.85. Vetva r tabla 7~ je uzavretd vtt obsahuje oznacené formuly FX
a TX pre nejaku formulu X. Inak je 7 otvorend.

Tablo 7 je uzavreté vtt kazdd jeho vetva je uzavreta.
Naopak, 7 je otvorené vtt aspon jedna jeho vetva je otvorend.

3.11.1. Korektnost

V.22 Korektnost tablového kalkulu

Veta 3.86 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnogina oznacenych for-
mil a T je uzavreté tablo pre S*. Potom je mnogina S* nesplnitelnd.

Dosledok 3.87. Nech S je mnogina formul a X je formula.
Ak existuje uzavreté tablo pre {TA | A € S} U {FX} (skr. S + X), tak X vyplyva
z2S (S EX).

Pozorovanie 3.88. Formula X je tautoldgia vtt FX je nesplnitelnd.

Doésledok 3.89. Nech X je formula a existuje uzavreté tablo pre {FX} (skr. + X).
Potom X je tautoldgia (k X).
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VI. prednaska

Korektnost a uplnost tablového kalkulu
27. marca 2017

VI.1 Tabl4, tablové pravidld, operdcie rozsirenia

T Q a (03] (0%)
A T(XAY) TX TY
@ F(XVY) FX FY

T FX -Y) TX FY

A T-X FX FX

F—-X TX TX

T Q B BB
B F(XAY) FX FY
TXVY) TX TY

TX >Y) FX TY
Ty
O

y je list v table 7, my je cesta od korena k y

VI.2 Korektnost — dokaz

Definicia 3.90. Nech S*je mnoZina oznac¢enych formul, nech 7~ je tablo pre S*
a v je ohodnotenie mnoziny vyrokovych premennych.

Hovorime, %e v spliia vetvu v table 7~ vtt v spifia vietky oznadené formuly
obsiahnuté vo vrcholoch na vetve .

Hovorime, %e v splfia tablo 7", ak spltia niektort jeho vetvu.
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Lema 3.91 (K1). Nech S*je mnogina ognacenych formil, nech T je tablo pre S*
a v je ohodnotenie mnoziny vyrokovych premennych.
Ak v spliia S* a v spliia T, tak v spliia aj kagdé priame rozsirenie T

Dékaz lemy K1. Nech S*je mnozina ozna¢enych formul, nech 7~ je tablo pre S*
a v je ohodnotenie mnoziny vyrokovych premennych. Nech v |= S*. Nech
v spifia 7 a v tiom vetvu 7. Nech 77 je rozéirenie 7 . Nastdva jeden z pripa-
dov:

* 91 vzniklo z 7 operdciou A, pridanim nového diefafa z nejakému listu y

v T, pricom z obsahuje «; alebo @y pre nejaki formulu « na vetve .
Ak  # my, tak 77 obsahuje 7 a teda je splnené.
Ak = &, tak v spiiia aj @, pretoZe spiiia 7. Potom v musi spifat aj
a1 a as. Spiﬁa teda vetvu m, v table 97, ktord rozSiruje splnent vetvu n
o vrchol z obsahujtici splnent ozn. formulu @7 alebo as. Preto v spiiia
tablo 77.

* 71 vzniklo z 7 operaciou B, pridanim deti z; a 23 nejakému listuy v 7,
pricom z1 obsahuje 1 a zo obsahuje 8, pre nejaku formulu 8 na vetve my,.
Ak  # my, tak 77 obsahuje 7 a teda je splnené.

Ak = &y, tak v spiiia aj B, pretoZe spliia 7. Potom ale v musi spitiat
aj 1 alebo B,. Ak v spitia B1, tak spliia aj vetvu T4, v table 77, a preto
v spiiia tablo 77. Ak v spiiia S35, spitia aj TTy,, @ teda aj 77.

* 91 vzniklo z 7~ operaciou Ax, pridanim nového diefata z nejakému listu y
v 7, pricom z obsahuje formulu X* € S*. Ak & # m,, tak 71 obsahuje 7
a teda je splnené.
Akm =y, takv spliia vetvu r, v table 77, pretoZe je rozéirenim splnenej
vetvy 7 o vrchol z obsahujuci splnent formulu X (pretoze v |= ST). Preto
v spiiia tablo 77. O

VI.4 Korektnost — d6kaz

Lema 3.92 (K2). Nech S*je mnogina ognadenych formil, nech T je tablo pre S*
a v je ohodnotenie. Ak v splria S*, tak v spliia T
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Dékaz lemy K2. Nech S* je mnoZina ozna¢enych formul, nech v je ohodnotenie
a nech v = S*. Uplnou indukciou na pocet vrcholov tabla 7~ dokdzeme, Ze
v spitia kazdé tablo 7~ pre S*.

Ak mé 7 jediny vrchol, tento vrchol obsahuje formulu X* € S, ktora je
splnend pri v. Preto je splnend jedind vetva v 7, teda aj 7.

Ak 7~ ma viac ako jeden vrchol, je priamym rozsirenim nejakého tabla 7y,
ktoré ma o 1 alebo o 2 vrcholy menej ako 7. Podla indukéného predpokladu
teda v spifia 75. PodIa predchadzajiicej lemy potom v spltia aj 7. O
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VII. prednaska
Uplnost tabiel, korektné pravidla

Vyrokova rezolvencia
3. aprila 2017

VII.1 Korektnost — dokaz

Dékaz vety o korektnosti. Sporom: Nech S* je mnozina oznac¢enych formul a 7~
je uzavreté tablo pre S*. Nech v je ohodnotenie, ktoré spitia S*. Potom podla
lemy K2 v spiiia tablo 77, teda v spifia niektord vetvu 7 v 7. Pretoze 7 je
uzavreté, aj vetva 7 je uzavretd, teda m obsahuje oznadené formuly TX a FX
pre nejakd formulu X. Alev |= TX vttv |= X av |= FX vttv |# X, o je spor. O

3.11.2. Tablovy dokaz splnitelnosti

VII.2 Otvorené tablo a splnitelnost

Co ak nevieme ndjst uzavreté tablo pre nejakd mnozinu ozn. formul?

Definicia 3.93 (Uplna vetva a tiplné tablo). Nech S* je mnoZina ozna¢enych
formul a 7~ je tablo pre S*.
Vetva i v table 7 je tiplnd vtt mé vSetky nasledujtice vlastnosti:

* pre kazdu ozn. formulu «, ktora sa vyskytuje na =, sa aj obidve a7 a ay
vyskytuju na m,

* pre kazdu ozn. formulu S, ktora sa vyskytuje na r, sa aspon jedna z ozn. for-
mul $; alebo B, vyskytuje na m.

* kazdd X* € S* sa vyskytuje na 7.
Tablo 7 je tiplné vtt kazdé vetva je bud uplnd alebo uzavreta.

Priklad 3.94. Vybudujme dplné tablo pre FX, kde X = (((p Vq) A (r V p)) —
(pA(gVvr).
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Nech tablové pravidla pouzijeme v akomkolvek poradi, nepodari sa ndm néjst
uzavreté tablo.

Navyse z tabla, v ktorom sme v kazdej vetve aplikovali vSetky aplikovatelné
pravidla, vieme vytvorif ohodnotenie v tak, Ze zoberieme niektord otvorend
vetvu & a pre kazdd vyrokovi premennd p

¢ ak sa v m nachadza Tp, definujeme v(p) = t;
* ak sa v nachddza Fp, definujeme v(p) = f;

¢ inak definujeme v(p) fubovolne.

Lema 3.95 (o existencii tiplného tabla). Nech S* je kone¢nd mnogina oznace-
nych formul.
Potom existuje tiplné tablo pre S*.

Dékaz. Vybudujme tablo 7g pre S* tak, Ze do koretia vloZime niektort formulu
z S* a opakovanim operdcie Ax postupne doplnime ostatné.

Potom tablo postupne rozsirujeme tak, ze vyberieme fubovolny list y tabla 7;,
ktorého vetva 7, je otvorend a nie je tiplnd. Potom nastane aspon jedna z moz-
nosti:

* Nan, sanachadza nejakd formula «, ale nenachddza sa niektora z formul
1 a .

* Na m, sa nachddza nejakd formula g, ale nenachddza sa ani jedna z for-
mul ﬁ] a Bz.

Ak plati prva alebo obe moznosti, aplikujeme operaciu A. Ak plati druhd moz-
nost, aplikujeme operdciu B. Ziskame tablo 77,1, s ktorym proces opakujeme.
Tento proces po konecnom pocte krokov (preco?) vytvori nejaké tablo 7y,
v ktorom uZ neexistuje vetva, ktord by bola otvorend a nebola tplna. Teda
kazda vetva v 7, je bud uzavretd alebo uplna, Cize 7, je tiplné. O

3.11.3. Hintikkova lema

VIL.4 Nadol nasytené mnoziny a Hintikkova lemma
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Definicia 3.96. MnoZina oznacenych formtl S* sa nazyva nadol nasytend vtt
plati:

(Ho) v S* sa nevyskytujui naraz Tp a Fp pre Ziadnu vyrokovii premennd p;
(Hy) aka € ST, taka; € STaay € S™;
(Hy) ak B € S*, tak 81 € S* alebo B5 € S*.

Pozorovanie 3.97. Nech n je tiplnd otvorend vetva nejakého tabla 7 .
Potom mnozina vsetkych formil na m je nadol nasytend.

Lema 3.98 (Hintikkova). KaZdd nadol nasytend mnoZina S* je splnitelnd.

Dékaz Hintikkovej lemy. Chceme vytvorit ohodnotenie v, ktoré splni vSetky for-
muly z S*. Definujme v pre kazdu vyrokovi premennd p takto:

e akTp € S*:v(p) =t,
e akFp € S*:u(p) = f,
* ak ani Tp ani Fp nie sti v S*, tak v(p) = ¢.

v je korektne definované vdaka Hy.
Indukciou na stupefi formuly dokéZeme, e v spifia vietky formuly z S*:

* v otividne spliia vietky oznadené vyrokové premenné z S™.

e X* € S* je bud @ alebo B:

- Ak X" je a, potom obidve a1, @y € S* (Hy), st niZ$ieho stuptia X,
a teda podra indukéného predpokladu st splnené pri v, preto v spitia
aj a (podla pozorovania 3.80).

- Ak X% je B, potom aspoii jedna z B1, B2 je v ST (H,). Nech je to
ktorgkolvek, je niz$ieho stupiia ako X*, teda podra IP ju v spiiia,
a preto v spitia B (podIa pozorovania 3.82). O
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3.11.4. Uplnost

VIL.6  Uplnost
Uplnost kalkulu neformalne znamena, Ze je dostato¢ne silny, aby sa v tiom dali
dokazat vSetky dosledky teorii.

Veta 3.99 (o uplnosti). Nech S* je koneénd nesplnitelnd mnogina oznacenych
formuil.
Potom existuje uzavreté tablo pre S*.

Dosledok 3.100. Nech S je konecnd tedria a X je formula.
Ak S e X, tak S + X.

Dosledok 3.101. Nech X je formula. Ak £ X, tak + X.

Uplnost plati aj pre nekone¢né mnoziny, ale dokaz je tazii.

VIL.7 Uplnost — dokaz

Dékaz vety o tiplnosti. Zoberme IubovoIni kone¢nt nesplnitelnti mnozinu ozna-
¢enych formuil S*.

Podla lemy o existencii tplného tabla vieme pre S* ndjst iplné tablo 7, teda
také, ze kazda vetva je bud uzavreta alebo uplna.

Ak by niektora vetva bola otvorena, potom musi byt iplnd, a teda nadol
uzavretd. Podla Hintikkovej lemy by bola splnitelnd. PretoZe obsahuje vSetky
formuly z S*, bola by aj S*splnitelnd, ¢o je spor s nesplnitelnostou S*.

Preto musia byt vSetky vetvy tabla 7~ uzavreté. O

3.11.5. Nové korektné pravidla

VIL.8 Ingrediencie korektnosti a iplnosti tabiel

Vsimnite si:

* Na dokéazanie korektnosti tablového kalkulu stacilo, aby mali pravidla
vlastnost:

Nech v je ohodnotenie. Ak v spiiia premisu (a mnozinu S*),
tak splitia oba (@) z4very/aspoii jeden () zaver.
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— Vdaka tejto vlastnosti zo splnitelnej mnoZiny S* skon$truujeme iba
splnitelné tabla.

— Netreba opa¢nii implikaciu (ak v spiiia oba/jeden zaver, tak spiiia
premisu).

* Na dokaz tiplnosti stacili pravidla (Ax), «, 83,
pretoZe stadia na vybudovanie tplného tabla.

VIL.9 Nové pravidlo
Co sa stane, ak priddme nové pravidlo, napr.

T(AVB) FA

TB (Vi) ?

Upravime definiciu priameho rozsirenia:

Uprava definicie 3.83
(...) Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre S* je aj
kazdé priame rozsirenie 7~ ktoroukolvek z operécii:

A ...

V1: Ak sana vetve m, nachddzaji obe formuly T(AV B) a FA, tak ako jediné
diefa y pripojime novy vrchol obsahujuci TB.

VIL.10 Nové pravidlo vs. korektnost a tiplnost

* Pravidlo (V1) je korektné:

Nech v je lubovolné ohodnotenie. Ak v spiiia T(A V B) a FA, tak v spiia
TB.

Ked?e v spitia T(A v B), v spiiia A alebo v spiiia B.

Pretoze ale v spiiia FA, nespifia A. TakZe v mus{ spiiiat B.

¢ Preto stile dokaZeme lemu K1 (3.91):
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Nech S*je mnozina oznacenych formtil, nech 7~ je tablo pre S*

av je ohodnotenie mnoziny vyrokovych premennych. Ak v spitia S*
av spiia 7,

tak v spitia aj kazdé priame rozéirenie 7.

Z nej dokazeme K2 a vetu o korektnosti

* Pridanie pravidla neohrozuje tiplnost
(doterajsimi pravidlami stédle vybudujeme uplné tablo).

VII.11 Nové pravidla vo vSeobecnosti

Definicia 3.102 (Tablové pravidlo a jeho korektnost). Tablové pravidlo je mno-
zZina dvojic zapisovanych:

pr ... ptF

1

; .~ ®
Cyl...| ¢

tvorenych n-ticou (oznacenych) formul, ktoré nazyvame premisy, a k-ticou (ozna-
¢enych) formul, ktoré nazyvame zdvery,
pricomn > 0ak > 0.

Tablové pravidlo je korektné (tieZ zdravé z angl. sound) vtt pre kazdé ohod-
notenie vyrokovych premennych v plati, Ze
ak v spitia vsetky premisy P7, ..., P,
tak v spifia niektory zaver cy, ..., CL

VII.12 Nové pravidla vo vSeobecnosti

Uprava definicie 3.83
...

* Nech 7 je tablo pre S* a y je nejaky jeho list. Potom tablom pre S* je aj
kazdé priame rozsirenie 7 ktoroukolvek z operécii:
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R: Ak sa na vetve m, nachddzajt vsetky premisy PJ, ..., Py,
tak k uzlu y pripojime k novych vrcholov
obsahujticich postupne zavery C7, ..., C;.

3.12. Rezolvencia vo vyrokovej logike

VII.13 Tranzitivita implikacie

Vrafme sa k neoznacenym formulam.
Je nasledujtice pravidlo korektné?

(A— B) (B— Q)
(A— Q)

Nahradme implikdcie disjunkciami:

(=AV B) (=B VC)
(mAVC)

VII.14 Rezolvencia

Predchadzajuce pravidlo sa da zovSeobecnit na fubovolné dvojice klauzul:

Definicia 3.103. Rezolvencny princip (rezolvencia, angl. resolution principle) je
pravidlo

(kyV---VpV---Vikp) 1V ---V=apV--- V)
(k1 V- VkpVElLV---VLE)

pre fubovolnu vyrokovi premennd p
a lubovolIné literdly k1, ..., ki, €1, ..., €n.

Klauzulu (k; V -+ - Vky V€1 V - - - V £,) nazyvame rezolventou klauzul (k; V
...vp\/...\/km)a(fl\/...\/—,p\/...\/[n)_
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VIL.15 Specialne pripady rezolvencie

Viacero pravidiel sa da chapat ako Specidlne pripady rezolvencie:

(—|p Vv q) (_'q \ r) (p - q) (q - r) (tranZitiVita _>)
(=p V) (p—r)
(pvO p =0 P (odus ponens)
£ £
W (P—”Igw (modus tolens)

Rezolventa je logickym désledkom mnoziny obsahujticej obe premisy.

VII.16 Pozorovania o rezolvencii

Rezolvencia s jednotkovou klauzulou skrati druhd klauzulu:

(pVqVv-r) —q
(pV-r)

Ak rezolvencia odvodi prazdnu klauzulu

P P
D b

premisy nie sa sticasne splnitelné
Nie kazdy logicky dosledok sa dd odvodit rezolvenciou: {p, q} |= (p V q)

Niektoré dvojice klauziil mozno rezolvovaf na viacerych literaloch, ale je
nekorektné urobif to naraz:

(=pV @) (pV=q) (=pVq) (pV-q W

(qV—q) (=p Vv p)
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VIL.17 Problematické pripady

* Opakovanym aplikovanim rezolvencie méZeme odvodzovat dalSie dosledky
Priklad 3.104. Z mnoziny S = {(=pVr), (=qVr), (pVq)} odvodime (rvr):

(1) (=p Vr) predpoklad z S

(2) (—q Vr) predpoklad z S

(3) (p V q) predpoklad z S

(4) (rV q) rezolventa (1) a (3)

(5) (r Vv r)rezolventa (2) a (4)
¢ Klauzula (r V r) je evidentne ekvivalentnd s r;

r sa ale z mnoziny S iba rezolvenciou odvodit ned4

* Preto potrebujeme eSte pravidlo idempotencie:

(kyVee-VEV---VEV---Viky)
(kyvev---Vkpy)

VII.18 Rezolven¢né odvodenie a zamietnutie

Definicia 3.105. Rezolvencné odvodenie z mnoziny klauzul S je kazda (aj neko-
nec¢nd) postupnost klauzuil C1, Cy, ..., Cp, .. ., ktorej kazdy ¢len C; je:

e prvkom S,
* rezolventou dvoch predchddzajtcich klauzul Cj a Cy, tj., j <iak <1,

* zdverom pravidla idempotencie pre nejaku predchddzajtcu klauzulu C;,
j<i.
Zamietnutim (angl. refutation) mnoziny klauzul S je kone¢né rezolvencné od-
vodenie, ktorého poslednym prvkom je prazdna klauzula 0.

VIL.19 Korektnost a tiplnost rezolvencie

Veta 3.106 (Korektnost rezolvencie). Nech S je mnogina klauzil.
Ak existuje zamietnutie S, tak S je nesplnitelnd.

Veta 3.107 (Uplnost rezolvencie). Nech S je mnogina klauztl.
Ak S je nesplnitelnd, tak existuje zamietnutie S.
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VIII. prednaska
SAT solver a algoritmus DPLL
Struktiry

10. aprila 2017

3.13

VIII.1

VIIL.2

. Problém vyrokovologickej splnitelnosti (SAT)

Problém SAT

Problémom vyrokovologickej splnitelnosti (SAT) je problém urcenia toho,
¢i je dand mnozina vyrokovych formal splnitelna

Zvycajne sa redukuje na problém splnitelnosti mnoziny klauz1il (teda for-
muly v CNF)

SAT solver je program, ktory rieSi problém SAT

Priklad 3.108. Je mnozina klauzil S splnitelna?

S={(aVb),(aV-b),(-aVb),(-aV-bV-c),(-aVc)}

Tabulkova metdéda

Tabulkovou metédou skiimame vsetky ohodnotenia vyrokovych premen-
nych

Preskiimanie ohodnoteni trva O(s2V) krokov,
kde N je pocet premennych a s je stucet velkosti klauzul

» 2" ohodnoteni, pre kazdé treba zistit, ¢i sti vietky klauzuly splnené
Celu tabulku si pamétame (piSeme na papier)
Tabulka zaber4 priestor O(k2V), kde k je pocet klauzul

Tabulka slizi aj ako dokaz nesplnitelnosti
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3.13.1. Naivny backtracking

VIIL.3 Naivny backtracking v Pythone

#!/usr/bin/env python3
class Sat(object):

def

def

def

def

Sat (20,

VIII.4 Strom prehladavania ohodnoteni

__init__(self, n, clauses):
self.n, self.clauses, self.solution = n, clauses, None
checkClause(self, e, c):
return any( ( elabs(1lit)] if 1it > O else not e[abs(1it)] )
for 1lit in ¢ )
check(self, e):
return all( self.checkClause(e, cl) for cl in self.clauses )
solve(self, i, e):
if i >= self.n:
if self.check(e):
self.solution = e
return True
return False
for v in [True, False]:
e[i] = v
if self.solve(i+l, e):
return True
return False Cas: O(s2N), priestor: O(s+N);
[[11) .solve(0, {})

N — pocet premennych,

s — sucet velkosti klauzul

S={(aVvb),(aVv-b),(-~aVb),(-~aV-bV-c),(-aVc)}

X:v S
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{

ar —1
{a — 0} {a— 1}
b>0,”"  Nb+1 b0~ b1
{a— 0, {a 0, {am1, {a1,
b 0} b+ 0} b+ 0} b 1}

cH O// \\CF% 1 cH O// \VIF% 1 cH O// \VIF% 1 cH O// \v:ka 1

{a—0, {a—0 {a—0 {a—0 {a—1l {ar—1 {ar1 {a+1,
b— 0, b0, b—1, b1, b0, b0, b1, b1,
¢+ 0} cH— 1} ¢+ 0} cH— 1} ¢+ 0} cH— 1} ¢+ 0} cH— 1}

X X X X X X X X

VIIL.5 Naivné C++

#include <tostream>
int N = 10; bool e[50];
bool check() {
return false; // kontrola splnenia vietkych klauzil
}
bool solvel(int i) {
if (A >= N {
if (check())
return true;
return false;
}
e[i] = false;
if (solvel(i+1)) return true;
el[i] = true;
return solvel(i+1);
}
int main(int argc, char *argv[]) {
N=atoi(argv[il);
std::cout << "N=" << N << std::endl;
solvel(0);
return O;

VIIL.6 Trochu lepsie C++
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#include <iostream>
int N = 10;
bool check2(unsigned long long e) {
return false; // kontrola splnenia vietkych klauzil
}
bool solve2() {
unsigned long long e, m = 1ULL << N;
for (e=0; e < m ; ++e) {
if (check2(e))
return true;
}
return false;
}
int main(int argc, char *argv[]) {
N=atoi(argv[1]);
std::cout << "N=" << N << std::endl;

solve2();
return O;
}
VIIL.7 Cas

Cas prehladavania stromu ohodnoten{ v zavislosti od poétu literalov

Riesenie 10 20 30 35
python  0m0.028s O0m0.877s 14m49.221s > 7h
cppl 0mO0.001s Omo0.012s  0m11.085s 5m07.995s
cpp2 0mO0.001s OmO0.008s 0m03.441s 1m50.086s

3.13.2. Optimalizacia backtrackingu

VIII.8 Priebezné vyhodnocovanie klauzul

* Kazdy uzol prehladavaného stromu ohodnoteni je ¢iastocné ohodnotenie
* Ohodnotenie v uzle je rozsirenim ohodnotenia v rodicovi

* Niektoré klauzuly sa daju vyhodnotit aj v ¢iasto¢nom ohodnoteni

- Napriklad v ¢iastotnom ohodnoteni v = {a + 0,b + 1} vieme
urdit splnenie (a V b), (a V =b), (—ma V b) z nasej S
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* Ak je niektora nesplnend, mézeme ,backtracknuf* —
zastavit prehladavanie vetvy a vrétit sa o trovei vysSie

VIIL.9 Prehladavanie s priebeznym vyhodnocovanim

S={(aVvb),(aV-b),(maVb),(—aV-bV=c),(-aVc)}
X:v S

am— =1
? ?
b (/ \) — 1 b H/ N—) 1
vl (aVb) v [ (aV —b) v [ (-ma Vv b) ?
) ) vl (-aVe) v (=aV=bV =)

X X

VIII.10 Zjednodu$enie mnoziny klauzil podra literalu
Nech v je ¢iasto¢né ohodnotenie, v ktorom v(a) = 1.
Co vieme o splneni klauzdl z S kazdym rozéirenim v’ ohodnotenia v?
v’ urdite splni kazdua klauzulu obsahujucu literdl a
-{a—1,...} E(aVb)
-{a—1,...} |=(aV-b)
Tieto klauzuly st pre zistenie splnitelnosti vo vSetkych v’ nepodstatné,
mobzeme ich vynechat
e v’ splni klauzulu ({1 V --- V =a Vv - -- V £,) obsahujticu —a
vtt v’ splni gjednodusent klauzulu (£1 V -+ V -+ - V £y)
-{a—1,..}FE(mav-bV-c)vtt{ar—1,...} = (=bV —c)
— Mimochodom, (=b V —¢) je rezolventa a a (—a V =b V =)

Stacia nam zjednodusené klauzuly
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VIII.11 ZjednoduSenie mnoziny klauzil podla literalu

Mnozinu klauzul
S =A{(avb),(aV -b),(-aVvb),(-aV-bV-c),(-aVc)}

teda moéZeme gjednodusit podla a na

Sla =1 b, (=b V =c), c }.
Analogicky méZeme S zjednodusif podla —a na
5|—|a = { b’ -b }

VIII.12 ZjednoduSenie mnoziny klauzul podla literalu

Definicia 3.109. Nech p je vyrokovad premenna.
Komplementom literdlu p je ~p. Komplementom literdlu —p je p.
Komplement literalu £ oznacujeme €.

Definicia 3.110. Nech ¢ je literdl a S je mnozina klauzil. Potom definujeme
Slp={(1V---V-eVE) (€1 V- VEV--- VL) ES}U
{C | C €8, vC sanevyskytuje £ ani £ }.

Tvrdenie 3.111. Nech ¢ je literdl a S je mnozina klauzul.
Potom S U {{} je splnitelnd vtt S|y je splnitelnd.

VIII.13 Propagacia jednotkovych klauzil

* Zjednodusenim mnoziny klauzil sa moze znac¢ne zmensit priestor splia-
jucich ohodnoteni

¢ Napriklad zjednodu$enim T = {(aV —b), (aVbVc)} podla —a dostaneme
T’ :=T|-q = {-b, (b V c)}

¢ T’ obsahuje jednotkovi klaugulu (unit clause alebo iba unit) —b
* Preto T’ spifiajti iba ohodnotenia v, v ktorych v(b) = 0

¢ Pre také ohodnotenia mézeme T’ dalej zjednodusit podla —b:
T = T'|p = {c)

e T mézu splnit iba ohodnotenia v, v ktorych v(c) = 1
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* Pre také ohodnotenia m6zeme T’ dalej zjednodusit podrla c:
TIII = T/Ilc — {}

e T’ je prazdna, teda je splnitelna
Proces opakovaného rozsirovania ohodnoteni podla jednotkovych klauz1il a zjed-

noduSovania sa nazyva propagdcia jednotkovych klauzul (unit propagation)

VIII.14 Propagacia jednotkovych klauzul

Dosledok 3.112. Nech ¢ je literdl a S je mnogina klauztl obsahujiica jednotkovil
klauzulu € (€ € S). Potom S je splnitelnd vtt S| je splnitelnd.

VIII.15 Prehladdvanie so zjednoduSovanim klauzila unit propagation
{(aV b), (aV =b), (maVb),(—~aV-bV-c),(-aVc)}

M

{b, —b L=adns =TT T=ave) } {lestsrterm=07, b, (b V =), ¢}
b 0/ o prT T . N — 1
(o7} (¥ —c, ¢}
b
X

VIII.16 Eliminacia nezmieSanych literalov

e Vsimnime si literdl u v mnozine klauzul:

T={(-aV-bVc),(maVu),(=bVu),a, b, -c}

* Hovorime, Ze u je nezmiesany (angl. pure) v T:
u sa vyskytuje v T, ale jeho komplement —u sa tam nevyskytuje

* Vynechajme z T vSetky klauzuly obsahujtce u:

T’ :=Tly = {(~aV =b V), a b, ~c}

70



- Ak nédjdeme ohodnotenie v |= T’,
tak vp := v(u — 0) aj v, := v(u — 1) st modelmi T’
a v je navySe modelom T, teda T je splnitelna
— Ak je T’ nesplniteln4,
tak je nesplnitelnd kazda jej nadmnozina, teda aj T
Takze: Z hladiska splnitelnosti su klauzuly obsahujice u nepodstatné,
sta¢i uvazovat Ty

Analogicka tivaha sa da aplikovat aj na —u a jeho komplement u

VIII.17 Elimindcia nezmieSanych literalov

Definicia 3.113. Nech ¢ je literdl a S je mnoZzina klauzul.
Literdl ¢ je nezmiesany (pure) v S vtt £ sa vyskytuje v niektorej klauzule z S, ale
jeho komplement ¢ sa nevyskytuje v ziadnej klauzule z S.

Tvrdenie 3.114. Nech ¢ je literdl a S je mnozina klauzul.
Ak € je nezsmieSany v S, tak S je splnitelnd vtt S|, je splnitelnd.

3.13.3. DPLL

Algoritmus 3.115 ( [ 1, [ D.
1: function DPLL(®, e)
2: if @ obsahuje prazdnu klauzulu then
3: return False
4 end if
5: if e ohodnocuje vSetky premenné then
6: return True
7 end if
8: while existuje jednotkova (unit) klauzula € vo @ do
9: ®, e < UNIT-PROPAGATE(?, D, e)
10: end while
11: while existuje nezmieSany (pure) literal £ vo @ do
12: ®, ¢ < PURE-LITERAL-ASSIGN(?, @, e)
13: end while
14: X ¢— CHOOSE-BRANCH-LITERAL(®D, e)
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15: return DPLL(®|y, e(x + T)) or DPLL(®|—yx, e(x > F))
16: end function

VIII.19 Technika sledovanych literalov (watched literals)
Aby sme nemuseli zjednodusovat mnozinu klauzul:

* Pre kazdu klauzulu mame 2 sledované literaly.
* Sledovany literdl vzdy musi byt nenastaveny alebo true.
* Ak nejaky literdl nastavime na true: ni¢ nemusime robit.

* Ak nejaky literdl nastavime na false: musime najst iny. Ak iny nie je, prave
sme vyrobili jednotkovu klauzulu (vSetky literdly okrem toho druhého
sledovaného st false).

* Ak backtrackujeme: ni¢ nemusime robif (moZno sa niektoré sledované
literaly stali nenastavenymi).

VIII.20 Prehladavanie s unit propagation a sledovanim
{(aVvb)(aVv -b),
(=a VvV b)(=-aVc)
(=a Vv =b V =)}

aHMn—)l

{ (av b),(aVv =b), {(a Vv D) (av -b)

(=a Vv b)(=-aVc) (maV b),(-aVv c),

(=a Vv =b V =c)} (maV —b VvV =c)}

b0/ \b—1
{ (avb), (av -b), nbe T b T {(aVb)(av -b),
(=a Vv b), (-aV c), 5 (maVv b),(maV c),
(ma vV =b vV -o)} (maV =bV —c)}

X M \C =1

{(aV b),(aV —b),
(=aV b),(=aV c),
(maV =bV =c)}

X
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4. Vyrokova logika s rovnostou

4.1. Syntax vyrokovej logiky s rovnostou

VIIL.21 Struktira vyrokov — objekty a vztahy
Jazyk vyrokovej logiky nie je najpohodlnejsi na zapis problémov,
v ktorych sa opakuju viastnosti alebo vztahy,

ktoré sa daju aplikovat na viacero objektov:

* V probléme typickej americkej rodiny sme mali napriklad vlastnost ,x je
dcéra“ alebo vztah ,x je starSia/-i ako y*.
Objektmi vlastnosti a vzfahov boli Dorothy, George, Howard a Virginia

* V probléme vrazdy v dreadburskom panstve sme mali napriklad vztahy
X je bohatsi/-ia ako y“, ,x nenavidi y“.
Objektmi boli Agata, komornik (Butler) a Karol (Charles)

* V online bazari vznika vztah ,x kupuje od y tovar z“.
Objektmi st r6zni konkrétni predavajici a kupujuci, rézne konkrétne to-
vary

VIIL.22 Struktdra vyrokov — jednoznaéne uréené objekty
V niektorych vztahoch je ku kazdému objektu prdve jeden objekt (alebo hod-
nota) — teda suvisiaci objekt vzdy existuje a je jednoznac¢ne urceny:

 kazdy clovek ma prave jednu biologickii matku,

* kazdy kus tovaru v bazari ma prave jednu aktudlnu cenu,

* kazdy Student dostane za kazdu dlohu prave jedno hodnotenie,
* sucet kazdej dvojice Cisel je prave jeden.

Takyto jednoznacne uréeny objekt (hodnotu) vieme pomenovat, aj ked nema
vlastné meno, pomocou zdrojového objektu a vzfahu:

¢ Emina mama,

* cena tovaru ¢. 531246,
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¢ Jarkino hodnotenie z midtermu,

e sucet1lal.

VIII.23 Krok k struktirovanej$im vyrokom
Vyrokova logika velmi zjednodusuje prirodzeny jazyk:

* skima iba Strukttru tvrdeni tvorent spojkami,
* atomické vyroky nemaju strukturu
Spravme teraz maly krok k logike, ktora vyjadri zloZitejSie tvrdenia. Zachytme:

* konkrétne objekty,
* vlastnosti a vztahy,

* nepriamo pomenované jednoznacne uréené objekty

ale nepokusajme sa zatial o zamenad (niekto), ¢i ¢islovky (vSetci, prave dve)

VIII.24 Symboly jazyka vyrokovej logiky s rovnostou

Definicia 4.1. Symbolmi jazyka vyrokovej logiky s rovnostou L st:

* mimologické symboly:
— symboly konstdnt z nejakej spocitatelnej mnoziny C, (a, b, ...);
- funkéné symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny F, (f, g, --.);
— predikdtové symboly z nejakej spocit. mnoziny P, (P, R, ...);

* logické symboly:
— logickeé spojky: unarna —, binarne A, V, —;
— symbol rovnosti = (niekedy zapisovany priamo ako =);

* pomocné symboly (, ) a, (Tavd, prava zatvorka a ¢iarka);

Mnoziny Cz, ¥, P su navzajom disjunktné. Logické a pomocné symboly sa
nevyskytujui v symboloch z tychto mnozin.

Kazdému symbolu S € P, U ¥, je priradena arita (pocet argumentov)
ar(S) € N*.
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VIIL.25 Symboly jazyka logiky s rovnostou

Pogndmka 4.2. Symboly (konstant, funkéné, predikatové) mozu byt nealfabe-
tické (1, <, +), ¢i tvorené viacerymi znakmi (Virginia, dcéra, cena).

Dohoda 4.3. Aritu budeme niekedy pisaf ako horny index symbolov (matka®,
<?).

VIIL.26 Priklady a tcel symbolov

Priklad 4.4. Symboly konstant predstavuju konkrétne objekty alebo hodnoty,
podobne ako viastné mend v prirodzenom jazyku
alebo konstanty v programovacom jazyku:

¢ Agatha, Ema, Tovar531246, 0, 1
Predikatové symboly predstavuju viastnosti a vztahy:
* kolobezkal, syn!, nenavidi?, kupuje?, <
Funkéné symboly predstavuju vztahy s jednognacne uréenymi objektmi:

* cenal, hodnotenie?, +2

VIIL.27 Termy jazyka logiky s rovnostou

Definicia 4.5. Mnozina 7, termov jazyka logiky s rovnostou £ je najmensia
mnozina postupnosti symbolov jazyka L, pre ktoru plati:

» kazdy symbol konstanty ¢ € C je termom;

* ak f je funkény symbol s aritou n a tq, ..., t, st termy,
tak aj f(tq, ..., t,) je termom.

Inak povedané:
e CrCYyg.

e AkKfeFr,ar(f)=naty,...,t, €Tz,
tak aj f(tq, ..., ty) € T7.

Dohoda 4.6. Termy oznacujeme pismenami ¢, s, r s pripadnymi dolnymi inde-
Xmi.
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VIII.28 Termy jazyka logiky s rovnostou

Priklad 4.7. Termy predstavuju konkrétne objekty — bud priamo pomenované
symbolmi kons$tant:

¢ Agatha, Ema, Tovar531246, 0, 1
alebo nepriamo pomenované pomocou jednoznaé¢nych vzfahov:

* matka(Ema), cena(Tovar531246), predavajici(Tovar531246), +(0, 1).
Termy mozno fubovolne vnérat:

e matka(matka(matka(Ema))), +(+(1, 0), +(1, 1)),

cena(predavajtci(Tovar531246)).

Vidime, Ze pouzivanie funkénych symbolov na oznacenie vzfahov ma uskalia.

2

VIIL.29 Atomické formuly jazyka logiky s rovnostou
Definicia 4.8 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk logiky s rovnostou.

* Ak t; aty sd termy, tak postupnost symbolov t; = t; nazyvame rovnostny
atém jazyka L.

* Ak P je predikatovy symbol s aritoun a ty, ..., t, su termy, tak postupnost
symbolov P(ty, ..., t,) nazyvame predikdtovy atém jazyka L.

* Rovnostné a predikatové atomy jazyka L spolo¢ne nazyvame atomickymi
formulami (skratene atomami) jazyka L.

* Mnozinu vSetkych atémov jazyka £ oznacujeme A /.

VIII.30 Priklady atomickych formul

Priklad 4.9. Predikatové atomické formuly predstavuji vyroky
o vlastnostiach objektov oznacenych termami:

* bicykel(Tovar531246), Zena(matka(Miro)), parne(+(1, 1)),
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a o vztahoch objektov:

* star3i(Howard, Virginia), dieta(Miro, matka(Ema)), <(+(1, 1), 0),
kupuje(Jofi22, Katulienka, Tovar531246).

Rovnostné atémy vyjadruju, ze dva termy oznacuju ten isty objekt:

¢ Butler = Charles, matka(Miro) = matka(Ema), +(1, 0) = 1.

VII.31 Formuly jazyka logiky s rovnostou

Definicia 4.10. Mnozina & , formul jazyka logiky s rovnostou £ je najmensia
mnozina postupnosti symbolov jazyka L, pre ktoru plati:

* Vsetky atomické formuly z A, st formulami.
* Ak A je formula, tak aj —A je formula (negdcia A).

* Ak A a B su formuly, tak aj (A A B), (A V B), (A — B) su formuly (kon-
junkcia, disjunkcia, implikdcia A a B).

Dohoda 4.11. Formuly oznadujeme pismenami A, B, C, ... s pripadnymi inde-
Xmi.

VIIL.32 Formuly jazyka logiky s rovnostou

Priklad 4.12. Formuly tvorime z atémov tak, ako doteraz:

(dieta(Miro, matka(Ema)) — matka(Miro) = Ivana)
(killed(Charles, Agatha) —
(hates(Charles, Agatha) A —richer(Charles, Agatha)))

(= Charles = Butler — hates(Agatha, Charles))
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VIIL.33 ZjednoduSenie zapisu formul

Dohoda 4.13. Zapis formtil mézeme zjednodusovat nasledujticim spésobom:
* Negdciu rovnostného atému — s = t skratene zapisujeme s # t.

* Vonkaj$i par zatvoriek mozeme vzdy vynechat, teda napr. namiesto (a =
b — b = a) mbéZeme pisata = b — b = a.

* Bindrnym spojkdm priradime prioritu:

svve

e Ak Z = (Ab;B) je priamou podformulou (Xb,Y) (teda Z = X alebo Z = Y)
a by ma vyssiu prioritu ako by, mézeme vynechat zatvorky okolo Z.

Priklad 4.14. Namiesto ((P(a, b) A (P(c, a) V P(b, c))) — (P(a, ¢) V P(c, a)))
mozeme pisat P(a, b) A (P(a, ¢) V P(b, ¢)) — P(a, ¢) V P(c, a).

4.2. Sématika logiky s rovnostou

VIIL34  Struktiry

Definicia 4.15. Nech £ je jazyk logiky s rovnostou.
Struktiirou pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (M, i), kde

* M je neprazdna mnozina, nazyvana doména Struktiury M;
* ije zobrazenie, nazyvané interpretacnd funkcia Struktiry M, ktoré
- kazdému symbolu konstanty c jazyka £ priraduje prvok i(c) € M;

- kazdému funkénému symbolu f jazyka L s aritou n
priraduje funkciu i(f): M" — M,

— kazdému predikatovému symbolu P jazyka .L s aritou n
priraduje mnozinu i(P) C M".

Dohoda 4.16. Struktiry ozna¢ujeme velkymi pisanymi pismenami M, N, ....
Doménu oznacujeme rovnakym, ale tlacenym pismenom ako Strukturu.
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VIIL35  Struktiry

Priklad 4.17. Najdime Strukturu pre jazyk Lpodina pre zjednodusené rodinné
vztahy so symbolmi konstant Ema, Miro, Ivana,

predikdtovymi symbolmi Zena'® a dieta?,

a funkénym symbolom matka®.

VIII.36 Hodnota termov

Definicia 4.18. Nech M = (M, i) je $truktira pre jazyk L.
Hodnotou termu t jazyka £ v truktiire M je prvok z M oznac¢ovany t™, ktory
je urceny nasledovne:

« a™M = i(a), ak a je konstanta,

o (ftr, ..., )M = UM, L eM), ak f je funkény symbola ti, ..., t,
sd termy.

Priklad 4.19. Vyhodnotme termy Ivana, matka(Miro), matka(matka(Ema))
v Strukture z predchddzajiceho prikladu.

VIIL.37 Splnenie formuly v $truktire

Definicia 4.20. Nech £ je jazyk vyrokovej logiky s rovnostou.

Reldcia $truktira M spliia formulu A (skratene M |= A) medzi formulami £
a Struktdrami pre £ je definovand pre kazdua $truktiru M = (M, i) induktivne
vzhladom na stupen formuly nasledovne:

s MEt =ttt tM =M,

s MEP(ty, ..., ta)vet (M, ... tM) € i(P),

M= -Avtt M | A,

M |= (AAB) vt M |= A azaroveni M |= B,

L]

M= (AvV B)vtt M |= Aalebo M |= B,

M |= (A — B) vit M |# A alebo M |= B,

pre kazdd aritu n > 0, kazdy predikdtovy symbol P s aritou n, vSetky termy t1,
to, ..., ty, a vSetky formuly A, B.
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VIII.38 Splnenie formuly v $truktire

Priklad 4.21. Zistime, ¢i su v Struktire z prikladu 4.17 splnené formuly:
¢ dieta(Ema, Ivana),
¢ matka(Ema) # Ema,

¢ dieta(Miro, matka(Ema)) — matka(Miro) = Ivana.
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IX. prednaska
Logika prvého radu
24. aprila 2017

5. Logika prvého radu

5.1. Syntax logiky prvého radu

IX.1 Symboly jazyka logiky prvého radu

Definicia 5.1. Symbolmi jazyka logiky prvého rddu L st:

m symboly (individuovych) premennych z nejakej nekonecnej spocitatelnej
mnoziny V, (oznacujeme ich x, y, ...);
* mimologické symboly:
— symboly konstdnt z nejakej spocitatelnej mnoziny C, (a, b, ...),
— funkéné symboly z nejakej spocitatelnej mnoziny ¥, (f, g, ...),

— predikdtové symboly z nejakej spocit. mnoziny P, (P, R, ...);

* logické symboly:
— logické spojky: undrna —, bindrne A, vV, —,
— symbol rovnosti =,
» existencny kvantifikdtor 3 a vSeobecny kvantifikdtor V;

* pomocné symboly (, ) a, (favd, prava zatvorka a ¢iarka).

Mnoziny Vy, Cr, Fr, Pr st vzdjomne disjunktné.
Log. a pom. sym. sa nevyskytuju v symboloch z V., Cz, Fr, Pr.
Kazdému symbolu S € P U F je priradena arita ar(S) € N*.
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IX.2 Symboly jazyka logiky prvého radu

Pozndmka 5.2. Symboly (premennych, konstant, funkéné, predikatové) mézu
byt nealfabetické (1, <, +), ¢i tvorené viacerymi znakmi (Virginia, dcéra,
cena, vec, Ty).

IX.3 Priklady a acel symbolov

Priklad 5.3. * Symboly konstant predstavuju konkrétne objekty alebo hod-
noty,
podobne ako vilastné mend v prirodzenom jazyku
alebo konstanty v programovacom jazyku:

- Agatha, Ema, Tovar531246, 0, 1
* Symboly premennych oznacuji objekty alebo hodnoty, ktoré nie sti presne

zname, podobne ako zdmend v prirodzenom jazyku (to, niektord, kazdy)
alebo premenné v programovacom jazyku.

- x,t,kto, ¢o, komu

* Predikatové symboly predstavuju viastnosti a vztahy:

- kolobezkal!, syn!, nenavidi?, kupuje?, <2

e Funkéné symboly predstavuju vztahy s jednoznacne uréenymi objektmi:

- cenal!, hodnotenie?, +2

IX.4 Oznacovanie symbolov jazyka logiky prvého radu

Dohoda 5.4. * Sadzba konkrétnych symbolov:
— symboly premennych — nepropor¢na italikova egyptienka: z, kto,
— ostatné (konstant, funkéné, predikatové) — zvisla egyptienka: Ema, stroder
cena, ....
* Zvycajné oznacovanie nekonkrétnych symbolov (meta premenné):
— premennych: malé pismena z konca abecedy x, y, 2;

— konstdnt: malé pismend zo zaciatku abecedy a, b, c;
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— funkéné: f, g, h;
— predikdtové: P, Q, R
vsetky podla potreby s pripadnymi dolnymi indexmi.

* Aritu budeme niekedy pisat ako horny index symbolov, konkrétnych aj
nekonkrétnych: matka!, <2, P°.

IX.5 Termy jazyka logiky prvého radu

Definicia 5.5. Mnozina 7 termov jazyka logiky prvého radu £ je najmensia
mnozina postupnosti symbolov jazyka L, pre ktoru plati:

* kazdy symbol premennej x € V, je termom,;
* kazdy symbol konstanty ¢ € C, je termom,;

* ak f je funkény symbol s aritou n a tq, ..., t, st termy,
tak aj f(tq, ..., ty) je termom.

Inak povedané:
s Ve UCs CTyp;

e akfeFp,ar(f)=naty,...,tn € Tz,
tak aj f(t1, ..., tn) € T¢.

Dohoda 5.6. Termy oznacujeme pismenami t, s, r s pripadnymi dolnymi inde-
Xmi.

IX.6 Termy jazyka logiky s rovnostou

Priklad 5.7. Termy predstavuju objekty — konkrétne, pomenované symbolmi
konstant:

e Agatha, Ema, Tovar531246, 0, 1
nekonkrétne, oznacené premennymi:

* niekto, o, x, ...
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alebo nepriamo pomenované pomocou jednoznaé¢nych vzfahov:

* matka(Ema), matka(z ), cena(Tovar531246), predavajaci(Tovar531246),
cena(niedoho), +(k, 1).

Termy mozno fubovolne vnérat:

* matka(matka(matka(Ema))), +(+(1, 0), +(z, 1)),
cena(predavajici(niecoho)).

Pouzivanie funkénych symbolov na oznacenie vztahov ma tuskalia. :)

IX.7 Atomické formuly jazyka logiky s rovnostou
Definicia 5.8 (Atomické formuly). Nech £ je jazyk logiky s rovnostou.

* Ak t; a ty st termy, tak postupnost symbolov t; = t; nazyvame rovnostny
atém jazyka L.

* Ak P je predikdtovy symbol s aritoun aty, ..., t, su termy, tak postupnost
symbolov P(t, ..., t,) nazyvame predikdtovy atom jazyka L.

* Rovnostné a predikatové atomy jazyka L spolo¢ne nazyvame atomickymi
formulami (skratene atomami) jazyka L.

* Mnozinu vSetkych atémov jazyka £ oznadujeme A /.

IX.8 Priklady atomickych formul

Priklad 5.9. Predikatové atomické formuly predstavuju vyroky o vlastnostiach
objektov oznacenych termami:

* bicykel(Tovar531246), Zena(matka(z)), parne(+(1, x)),
a o vztahoch objektov:
* starii(Howard, ), dieta(Miro, matka(Ema)), <(+(1, 1), 0), kupuje(kto, od
Rovnostné atémy vyjadruju, ze dva termy oznacuju ten isty objekt:

¢ Butler = z, matka(Miro) = matka(Ema), +(1, 0) = 1.

84



IX.9 Formuly jazyka logiky prvého radu

Definicia 5.10. Mnozina & s formul jazyka logiky prvého radu L je najmensia
mnozina postupnosti symbolov jazyka L, pre ktord plati:

* Vsetky atomické formuly z A, st formulami.
* Ak A je formula, tak aj —A je formula (negdcia A).

* Ak A a B st formuly, tak aj (A A B), (A V B), (A — B) st formuly (kon-
junkcia, disjunkcia, implikdcia A a B).

» Akx je individuova premennd a A je formula, tak aj 3xA a Vx A st formuly
(existenénd a vSeobecnd kvantifikdcia formuly A vzhfadom na x).

* Ni¢ iné nie je formula.
Dohoda 5.11. Formuly oznacujeme pismenami A, B, C, ... s pripadnymi inde-
xXmi.
5.2. Formalizacia v logike prvého radu
5.2.1. Jednoducha formalizacia

IX.10 Jednoducha formalizacia

Priklad 5.12 (podla [ 1). Sformalizujme v jazyku lo-
giky prvého rddu ttto situaciu:

V byte byvajui 4 spolubyvajtice: Ada, Biba, Ciri a Dada. Niektoré sa kamardtia
a niektoré sa nemaju rady, ale mdme o tom iba tieto nepriame informacie:

1. Biba ma rada Ciri alebo Dadu.

2. Ada ma rada vSetkych, ktorych ma rada Biba.
Ciri md rada kazdého, kto ma rad ju.

Biba ma rada niekoho, kto ju ma rad.

Ziadna nemd rada seba samti.

Kazd4a ma4 rada niekoho.

N o v x> »w

Niekoho maju rady vSetky.
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5.2.2. Zakladné idiomy

IX.11 Zakladné idiomy
Niektoré slovné obraty a ich prvoradové formalizacie si velmi beZné,
ale nie uplne priamodiare:

Obmedzena kvantifikacia je vSeobecné alebo existen¢né tvrdenie, ktoré sa
vztahuje iba na objekty s nejakou vlastnostou:

* Kazdy, kto ma vlastnost P, ma vlastnost Q.“:
- Vx(P(x) = Q(x))

,Niekto, kto m4 vlastnost P, m4 vlastnost Q.

- x(P(x) A Q(x))

IX.12 Zakladné idiomy

Neexistencia je negované existen¢né tvrdenie,
v slovencine sa Casto vyjadruje dvojitym zdporom
[negativne zdmeno (nikto/nic) a negativne tvrdenie]:

Jednoducha vlastnost ,Nikto nie je dokonaly“:
* S dorazom na zdmeno: —3x dokonaly(x)
* S dorazom na negativne tvrdenie: Yx —dokonaly(x)
Viacero vlastnosti ,Ziaden vegan nie je obézny*:
* S dbérazom na zameno:
- —dx (vegan(x) A obézny(x))
* S dérazom na negativne tvrdenie:
- Vx =(vegan(x) A obézny(x))
- Vx (=vegan(x) V —obézny(x))

- Vx (vegan(x) — —obézny(x))
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IX.13 Zakladné idiomy

Zamlcana existencia
* kazdy vegan si kupil tekvicu:
- Vx(vegan(x) — Jy(kapil(x, y) A tekvica(y))
* ziadny vegan si nekupil syr:
- —3dx(vegan(x) A Jy(kipil(x, y) A syr(y))
- Vx(vegan(x) — —Jy(kapil(x, ¥) A syr(y))
- Vx(vegan(x) — Vy(—kupil(x, y) V —syr(y))
- Vx(vegan(x) — Vy(kapil(x, y) — —syr(y))

5.2.3. Definicie predikatov a funkcii

IX.14 Pojmy a ich definicie

* Vmnohych doménach sa ¢asto pouzivaji komplikované kombinacie vlast-
nosti alebo vztahov:
— x ma spolo¢ného rodica s y:
Jz(rodi&(z, x) A rodié(z, y))
— X je zivocich, ktory konzumuje iba rastliny:
zivo&ich(x) A Vy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))

* Je vyhodné daf im jednoduchy nazov — zadefinovat pojem:

— X je surodencom y prave vtedy, ked x ma spolo¢ného rodica s y:
VxVy (sarodenec(x, y) < Jz(rodi&(z, x) A rodi&(z, y)))
— X je bylinogravec vtedy a len vtedy, ked x je Zivocich, ktory konzu-
muje iba rastliny:
Vx (bylinoZravec(x) «
(zivo&ich(x) A Vy(konzumuje(x, y) — rastlina(y))))
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IX.15 Pouzitie pojmov

* Vyuzitim definovaného pojmu skracujeme tvrdenia:
— kréliky st bylinozravce:
Vx(kralik(x) — bylinoZravec(x))
* a jednoduchsie definujeme dalSie pojmy:

— X je sestrou y prave vtedy, ked x je Zenou, ktord je stirodencom y:
VxVy (sestra(x, y) < (Zena(x) A sirodenec(x, y)))

— X je tetou y vtedy a len vtedy, ked x je sestrou rodica y:
VxVy (teta(x, y) < Jz(sestra(x, z) A rodi&(z, y)))

5.3. Sémantika logiky prvého radu

IX.16 Struktdry

Definicia 5.13. Nech £ je jazyk logiky prvého radu.
Struktiirou pre jazyk £ nazyvame dvojicu M = (M, i), kde

* M je neprazdna mnozina, doména $truktiry M;

* i je zobrazenie, interpreta¢nd funkcia $trukttiry M, ktoré
— kazdému symbolu konstanty c jazyka £ priraduje prvok i(c) € M;

— kazdému funk¢énému symbolu f jazyka L s aritou n
priraduje funkciu i(f): M" — M;

— kazdému predikatovému symbolu P jazyka L s aritou n
priraduje mnozinu i(P) C M".

Dohoda 5.14. Struktiiry ozna¢ujeme velkymi pisanymi pismenami M, N, ....
Doménu oznacujeme rovnakym, ale tlatenym pismenom ako Strukturu.

IX.17 Struktiry
Struktira pre jazyk £ je matematické vyjadrenie stavu sveta, o ktorom sa
mbzeme vyjadrovat v jazyku L.

Je detailnejsia ako ohodnotenie vyrokovych premennych, ktoré opis sveta
redukujd na pravdivost a nepravdivost vyrokovych premennych.
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IX.18 Struktiiry

Priklad 5.15. N&jdime $truktdru pre jazyk Lrodina pre zjednodusené rodinné
vztahy so symbolmi konstant Ema, Miro, Ivana,

predikdtovymi symbolmi Zena' a rodig?,

a funkénym symbolom matka®.

Priklad 5.16. N4jdime Struktiru pre jazyk Lgpolubvajce Pre vztahy spolubyvaju-
cich so symbolmi konstant Ada, Biba, Ciri, Dada,
a s predikdtovym symbolom mé&_rada?.

IX.19 Ohodnotenie premennych, hodnota termov

Definicia 5.17. Nech M = (M, i) je $truktuira pre jazyk L.
Ohodnotenie (individuovych) premennych je lubovolna funkcia e: V, — M
(priraduje premennym prvky domény).

Zapisom e(x /v) ozna¢ime ohodnotenie individuovych premennych, ktoré pri-
raduje premennej x hodnotu v z domény M
a vSetkym ostatnym premennym rovnakd hodnotu ako e.

Definicia 5.18. Nech M = (M, i) je $trukttira, e je ohodnotenie premennych.
Hodnotou termu t v $truktiire M pri ohodnoteni premennych e je prvok t™[e]
z M urceny nasledovne:

o xM[e] = e(x), ak x je premenn4,
« aM[e] = i(a), ak a je konstanta,

© (ftr, - )Ml = iHEMel, .. ., tM[e]), ak tr, ..., t, st termy.

IX.20 Hodnota termov

Priklad 5.19. Vyhodnotme termy Ivana, z, matka(Miro), matka(y ), matka(matka(E

v Strukture z predchddzajiceho prikladu pri ohodnoteniach:
e1 ={z — MiroM,, y — Ema M,, ...};
e; ={z > IvanaM,, y — MiroM,, .. .}.
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I1X.21

Splnenie formuly v $truktire

Definicia 5.20. Nech M = (M, i) je $truktura, e je ohodnotenie premennych.
Rel4cia $truktiira M spliia formulu A pri ohodnotent e (skratene M |= Ale]) ma
nasledovnti rekurzivnu definiciu:

>

>

ME t1 = tale] vt t}'[e] = £"[e],

M P(ty, ..., ty)le] vit (¢Me], ..., tMe]) € i(P),

M |z —Ale] vt M [ Ale],

M = (A A B)[e] vit M = Ale] a zaroveiit M |= Ble],

M = (AV B)e] vit M |= Ale] alebo M |= Ble],

M = (A — B)[e] vit M |# Ale] alebo M |= Ble],

M |= 3xAle] vtt pre nejaky prvok m € M méme M |= Ale(x/m)],

M |= ¥xAle] vtt pre kagdy prvok m € M mame M |= Ale(x/m)],

pre vSetky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy

ty, to, ..

1X.22

., tn, vSetky premenné x a vSetky formuly A, B.

Splnenie formuly v Strukture

Priklad 5.21. Zistime, ¢i st v Strukttre z prikladu 5.15 splnené formuly:

L]

rodi&(Ivana, Ema),
matka(Ema) # Ema,
rodié(matka(Ema), £) — matka(z) = Ivana.

VzVy(rodi&(z, y) A Zena(z) — matka(y) = z).

pri ohodnoteni e; = {z + Miro M., y — Ema M., ...}.
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IX.23 Splnenie mnoziny formul

Definicia 5.22. Nech S je mnozina formul jazyka £, nech M je Struktira
pre £, nech e je ohodnotenie vyrokovych premennych. Struktiira M splia mno-
ginu S pri ohodnoteni e (skratene M |= S[e]) vtt pre vSetky formuly X z S plati
M |= X[e].

Priklad 5.23. Néjdime $truktdru a ohodnotenie, ktoré spitiaji mnozinu prvych
6 formul o spolubyvajtcich.

IX.24  Splnitelnost

Definicia 5.24. Nech X je formula jazyka £ a nech S je mnozina formul ja-
zyka L.

* Formula X je splnitelnd vtt asporti jedna $truktira M pre £ spitia X pri
aspon jednom ohodnoteni e.

* Mnozina formul S je splnitelnd vtt aspoii jedna $truktira M pre £ spitia S
pri asponi jednom ohodnoteni e.

* Formula X (mnozina formul S) je nesplnitelnd vtt nie je splnitelna.
Priklad 5.25. Dokazme, Ze mnozina vsetkych 7 formul o spolubyvajtcich je

nesplnitelnd.

IX.25 Platné formuly a prvoradové vyplyvanie

Definicia 5.26. Nech X je formula v jazyku L. Formula X je platnd (skratene
= X) vtt kazd4 $truktira M pre £ spitia X pri kazdom ohodnoten e.

Platné formuly su prvoradovou obdobou tautoldgii. Ked rovnaké atomické
alebo kvantifikované podformuly nahradime rovnakymi vyrokovymi premen-
nymi), tak

 formula, z ktorej vznikne tautoldgia, je platna; ale

* nie z kazdej platnej formuly vznikne tautoldgia.
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Definicia 5.27. Nech X je formula v jazyku £, nech S je mnozina formul v ja-
zyku L.

Formula X (prvorddovo) vyplyva z S (skratene S |= X) vtt

pre kazdu struktiru M pre £ a kazdé ohodnotenie e plati, Ze

ak M spiiia S pri e, tak M spltia X pri e.

IX.26 Platné formuly a prvoradové vyplyvanie

Tvrdenie 5.28. Nech X je formula v jazyku L. Potom X je platnd (|= X) vtt
X prvorddovo vyplyva z prdzdnej mnoginy formul ({} |= X).

Tvrdenie 5.29. Nech X je formula a S je mnogina formul v spolo¢nom jazyku L.
Potom z S vyplyva X vtt S U {—X} je nesplnitelnd.
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X. prednaska
Tabla pre logiku prvého radu

9. méja 2017

5.4. VoIné a viazané premenné

X.1 Oblast platnosti kvantifikatora

Dohoda 5.30. Nech £ je Iubovolny jazyk logiky prvého radu. VSetky symboly,
termy a formuly v nasledujicich definiciach a tvrdeniach su v jazyku L.

Definicia 5.31 (Oblast platnosti kvantifikatora). Nech A je postupnost symbo-
lov, nech B je formula, nech Q € {V, 3}, nech x je premennd. V postupnosti
A = ...QxB... sa vyskyt formuly Qx B nazyva oblast platnosti kvantifikd-
tora Qx v A.

Priklad 5.32. Vo formule Vx P(x) AR(x, x) — Vx (R(x, y) A Jy P(y)) VVy P(y)

X.2 VoIné a viazané vyskyty premennych

Definicia 5.33 (Volné a viazané vyskyty premennych). Nech A je postupnost
symbolov, nech x je premennd.

* Vyskyt premennej x v A je viazany vtt sa nachddza v niektorej oblasti plat-
nosti kvantifikatora Vx alebo Jx v A.

* Vyskyt premennej x A je volny vtt sa nenachddza v Ziadnej oblasti platnosti
kvantifikatora Vx ani Jx v A.

Priklad 5.34.

hates(x, y) —richer(x, y) A hates(x, y)
Elzhates(x, )_/) —richer(x, y)/\EIXhates(x, 3_/)
VxJyhates(x, y) Jy (-richer(x, y) A hates(x, y))
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X.3 Volné a viazané premenné

Definicia 5.35 (Volné a viazané premenné). Nech A je formula alebo term,
nech x je premennd.

* Premennad x je viazand v A vtt x sa vyskytuje v A a vSetky vyskyty x v A
su viazané.
* Premennd x je volnd v A vtt x md v A aspori jeden volny vyskyt.
Mnozinu volnych premennych formuly A oznadime free(A).

Priklad 5.36.

free( —richer(x, y) A hates(z, y)) = {x, y, 2}
free( —richer(x, y ) A dyhates(z, y)) = {x, y, z}
free( 3y (-richer(x, y) A hates(z, ¥))) = {x, z}
free(H}(ﬂricher(x, ¥) A Vz hates(z, ¥))) = {x}
free(EIyEIg(V_)_c—'richer()_c, ¥) A hates(z, y))T: {}

X.4 VoIné a viazané premenné

Tvrdenie 5.37. Pre kazdu individuovil premennii x, kazdy symbol konstanty a,
kagdu aritun > 0, kaZdy funkény symbol f s aritou n, kazdy predikdtovy symbol P
s aritou n, vsetky termy ty, to, ..., t, a vsetky formuly A, B plati:

e free(x) = {x}

o free(a) = {}
e free( f(ty, ..., tn)) = free(t1) U - - - U free(t,)

o free(t; =ty ) = free(t;) U free(ts)

* free(—A) = free(A)

(a
(
(
o free(P(ty, ..., ty)) = free(t;) U - - - U free(t,)
(
* free(AAB) = free(AV B) = free( A — B) = free(A) U free(B)
(

* free(VxA) = free(Ix A) = free(A) \ {x}
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X.5 VolIné premenné a splnenie formuly

Tvrdenie 5.38. Nech M je Struktiira pre L, nech e; a ey sti ohodnotenia, Nech
X je formula jazyka L, nech S je mnogina formul jazyka L.

* Ak sa ohodnotenia e a e; zhodujii na volnych premennych formuly X, teda
ak e1(x) = ea(x) pre kaZdil x € free(X), tak M |= X[e1] vit M |= X][es].

* Ak sa ohodnotenia e a e; zhodujti na volnych premennych vsetkych formuil
2 S, tak M | S[eq] vit M |= S[es].

Inymi slovami: Splnenie formuly (mnoziny formul) v Struktire zavisi iba od
ohodnotenia jej volnych premennych.

X.6 Otvorené a uzavreté formuly

Definicia 5.39 (Uzavretd, otvorena formula). Nech A je formula jazyka L.
Formula A je uzavretd vtt neobsahuje ziadne volné vyskyty premennych (t.j.,
free(x) = 0).

Formula A je otvorend vtt neobsahuje ziadne kvantifikatory.

* Neplati, ze formula je uzavretd vtt nie je otvorena.

e Uzavretost a otvorenost formul nestivisi s tablami.

Priklad 5.40.

—richer(x, y) A hates(z, y) otvorena nie uzavretd

—richer(x, y) A dyhates(z, y) nie otvorend nie uzavretd

3y (-richer(x, y) A hates(z, ¥))  nie otvorend nie uzavreta

3y (-richer(x, y) A Viz hates(z, ¥)) nie otvorena nie uzavretd
JyJz(Vx -richer(x, y) A hates(z, y))  nie otvorend uzavreta
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X.7 Uzavretost a splnenie formuly v $truktire

Tvrdenie 5.41. Nech X je uzavretd formula jazyka L, nech M je Struktira
pre L, nech ey a ey sti ohodnotenia. Potom M |= X[e1] vtit M |= X[ez].

Neformadlnejsie:
Splnenie uzavretej formuly v struktdre nezavisi od ohodnotenia.

Definicia 5.42 (Splnenie v Strukttire). Nech X je formula jazyka £, nech M je
$trukttira pre L.

Struktiira M spliia formulu X (skrdtene M |= X) vtt $truktdra M spitia X pri
kazdom ohodnotent e.

Dosledok 5.43. Nech X je uzavretd formula jazyka L, nech M je Struktira
pre L. Potom M |= X vtt M |= X[e] pri aspori jednom ohodnotent e.

X.8 Splnenie mnoziny formul, tedrie

Definicia 5.44. Nech S je mnozina formul jazyka £, nech M je Struktira
pre L, nech e je ohodnotenie vyrokovych premennych.

o Struktiira M spliia mnoginu S pri ohodnotent e (skratene M |= S[e]) vtt
pre vSetky formuly Y z S plati M |= Y[e].

o Struktiira M spltia mnoginu S (skratene M |= S) vtt pre kazdd formulu Y
zSplati M Y.

Definicia 5.45 (Tedria). Mnozinu formul T jazyka L nazyvame tedria v ja-
gyku L vtt je spocitatelna a kazda jej formula je uzavreta.

Tvrdenie 5.46. Nech T je tedria v jagyku L, nech M je Struktiira pre L. Po-
tom M |= T vtt M |= T[e] pre aspori jedno ohodnotenie e.
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5.5. Substitucia

X.9 Substitucia

Definicia 5.47 (Substitiicia). Nech L je jazyk logiky prvého radu. Pre Tubo-
voInd mnozinu individuovych premennych V. C V, nazyvame substitiiciou
(v jazyku L) kazdé zobrazenie o: V — 7, premennych z V do termov ja-
zyka L.

Priklad 5.48. Nech Cs = {a, b}, Fr = {g% f°}. Potom napriklad oy = {x >
a,y — f(a, x, y)} je substiticia.

Substitticie chceme pouZif na dosadzanie za premenné v termoch a formu-
lach.
Musime si v§ak dat pozor na niektoré $pecialne pripady.

X.10 Substituovatelnost a aplikovatelnost substitticie

Definicia 5.49 (Substituovatelnost, aplikovatelnost substitticie). Nech A po-
stupnost symbolov.

* Term t je substituovatelny za premennu x v A vtt pre Ziadnu premennt
y vyskytujicu sa vt ziaden volny vyskyt premennej x v A sa nenachddza
v oblasti platnosti kvantifikdtora Jy ani Vy v A.

e Substiticia o0 = {x; — t1, ..., X, > t,} je aplikovatelnd na A vtt pre
vsetky i, 1 < i < n, term t; je substituovatelny za x; v X.

Priklad 5.50. Vo formule Vy hates(x, y) za premennd x nie je substituova-
tefny Ziaden term, v ktorom sa vyskytuje y, napr. y, bff(y), ...

X.11 Substiticia do postupnosti symbolov

Definicia 5.51 (Substittcia do postupnosti symbolov). Nech X je postupnost
symbolov, nech o = {x;  t1, ..., X, > t,} je substittcia.

Ak o je aplikovatelna na X, tak Xo je postupnost symbolov, ktora vznikne su-
¢asnym dosadenim t; za kazdy volny vyskyt premennej x; v X.
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X.12 Substitticia do termov a formul rekurzivne

Tvrdenie 5.52. Pre kagdil substiticiu o = {x1 +> t1,..., X, > t,}, kagdi
premennty € V\{xy, ..., xn}, kagdy symbol konstanty a € C, kazdy funkény
symbol fX € Py, kagdy predikdtovy symbol P* € P, kazdé i € {1, ..., n},
kazdii spojku ¢ € {A, V, >}, vSetky formuly A a B, a vSetky termy s1, So, ...,
sp € Ty plati:

X0 =t yo=y ao =a (f(s1, ..., sp))o = f(s10, ..., sK0)
(s1 = s2)0 = (510 = 590) (P(s1, ..., Sk))o = P(s10, ..., sp0)
(mA)o = =(A0) (Ao B)o = Ao ¢ Bo
(YyA)o = Vy(Ao) (FyA)o = Fy(Ao)
(Vx;A)o = Vxi(Ao) (Ix;A)o = Axi(Aoy),

kde oi = o \ {x; — t;}.

X.13 Substituovatelnost a substitticia

Priklad 5.53. Nechoq ={x+—> a,y — f(a, x,y)}.
Potom (g(g(a, x), f(z. . b)))o1 = g(g(a a). f(z. f(a, x, y), b)).
Priklad 5.54. Nech o3 = {x + Anicka, y > bfI(x)}. Potom

* (m4_rada(x, y) —» —neznasa(x, y))o, = ma_rada(Ani¢ka, bff(x)) —
—neznasa(Anicka, bff(x));

* (Jy neznasa(x, y))o, = Jy neznasa(Anicka, y);

* 05 nie je aplikovatelnd na Jx neznasa(x, y).
Véimnite si zmenu vyznamu, keby sme napriek tomu za y dosadili bff(x):

Jx neznasa(x, bff (x)).

X.14 Substitticia a hodnota termu

Tvrdenie 5.55. Nech M je Struktiira pre jazyk L, e je ohodnotenie premennych,
t je term jagyka £ a o = {x1 > t1, ..., Xp > ty} je substitticia v tomto jagyku.
Potom (to)M[e] = tM[e(x1 /t][e]) - - - (xa /6 [e])].
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Inak povedané: Hodnota termu to- po substitucii pri ohodnoteni e sa rovna
hodnote pévodného termu t pri takom ohodnoteni e’, ktoré kazdej substitu-
ovanej premennej x; priradi hodnotu za 1iu substituovaného termu ¢; pri ohod-
noteni e a ostatnym premennym priraduje rovnaké hodnoty ako e.

X.15 Substiticia a hodnota termu

Priklad 5.56. Jazyk aritmetiky La: Cr, = {0, 1}, Fr, = {+?, X2}, Py, =
{<?}.V £, mame term t = (4+(x, y), infixovo (x+y).

Uvazujme substittciu o3 = {x — (y+1), y — ((1+1)Xx)}.

Potom to3 = ((y+1)+((1+1)Xx))

Majme $tandardnu Struktiru pre jazyk aritmetiky N = (N, 1), i(0) = 0,i(1) =
LibH)={(nm)—n+m|nmeN}iX)={(n,m)— nm|nmeN},
i(K)={(n,m)|n,meNan<m},

a ohodnotenie e = {x — 7,y — 9}.

o (to)Ve] = (r+1)+((1+1)xx)V[e] = (9 + 1) + (1 + 1)-7)) = 24.

o Ne(x/+DN D) /(1+1)x)Ne])] = tV[e(x/9+1)(y /(1+1)7)] =
tNe(x/10)(y/14)] = (x+y)N[e(x/10)(y/14)] = 10 + 14 = 24.

X.16 Substittcia a splnenie formuly

Tvrdenie 5.57. Nech A formulajazyka L anecho = {x1 > t1, ..., Xy, > ty}je
substitiicia aplikovatelnd na A. Nech M je Struktiira pre L a nech e je ohodnotenie
individuovych premennych.

Potom M |= Ao [e] vit M |= A[e(xl/t{“ le]) - - - (xn/tM[e])].

Inak povedané: Struktdra spiiia formulu Ao~ po substitticii pri ohodnoteni e
vtt spitia pévodnd formulu A pri takom ohodnoteni e’, ktoré kazdej substitu-
ovanej premennej x; priradi hodnotu za fiu substituovaného termu t; pri ohod-
noteni e a ostatnym premennym priraduje rovnaké hodnoty ako e.

5.6. Tabla pre logiku prvého radu

X.17 Platné formuly
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Definicia 5.26 (Opakovanie z 4.2. prednasky). Nech X je formula v jazyku L.
Formula X je platnd (skratene |= X) vtt kazda $truktira M pre £ spiiia X.

Platné formuly sd prvoradovou obdobou tautoldgii. Ked rovnaké atomické
alebo kvantifikované podformuly nahradime rovnakymi vyrokovymi premen-
nymi), tak

» formula, z ktorej vznikne tautoldgia, je platna; ale

* nie gz kazdej platnej formuly vznikne tautoldgia.

X.18 Prvoradové vyplyvanie

Definicia 5.27 (Opakovanie z 4.2. prednasky). Nech X je formula v jazyku £,
nech S je mnozina formul v jazyku L.

Formula X (prvorddovo) vyplyva z S (skratene S |= X) vtt

pre kazdu struktiru M pre £ a kazdé ohodnotenie e plati, Ze

ak M spiiia S pri e, tak M spitia X pri e.

X.19 Vyplyvanie vizudlne

M, enn
Mo, ea
Mo, ea
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X.20 Nevyplyvanie vizuadlne

My, e13

My, ez
M, en
Ma, e21

< #

Mo, ez

X.21 Platné formuly a prvoradové vyplyvanie

Tvrdenie 5.28 (Opakovanie z 4.2. prednasky). Nech X je formula v jazyku L.
Potom X je platnd (|= X) vtt X prvorddovo vyplyva z prdzdnej mnoginy formuil
{ EX).

Tvrdenie 5.29 (Opakovanie z 4.2. prednéasky). Nech X je formula a S je mnozina
formuil v spolo¢nom jazyku L. Potom z S vyplyva X vtt S U {—=X} je nesplnitelnd.

Dosledok 5.58. Nech X je formula v jazyku L. Nasledujtice tvrdenia st ekviva-
lentné:

e X je platnd (= X);
c {{EFX;

e {=X} je nesplnitelnd.

X.22 Oznacené formuly logiky prvého radu
Podobne ako vo vyrokovej logike méZeme zaviest oznacovanie formul logiky
prvého rddu znamienkami T a F.

Definicia 5.59. Nech M je Struktura pre jazyk L, e je ohodnotenie a X je
formula jazyka £. Potom

o M |= TX[e] vit M |= X[e];
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* M = FX[e] vit M £ X[e].

Definicie splnitelnosti, nesplnitelnosti a substitticie sa daji priamociaro roz-
$irif na oznacené formuly X* a ich mnoZiny S*.

X.23 Tablové pravidla pre logiky prvého radu

Definicia 5.60. Pravidlami tablového kalkulu pre logiku prvého rddu st pravidla
typu a a 8 pre vyrokovt logiku a pravidla:

TVxA FxA ednotne: v(x)
Y TA{x > t} FA{x — t} Jednotie: v1(t)

FVxA T3xA . ~6(x)
1) FAx > ) TA{x > y7 jednotne: 5,

kde A je formula, x je premenna, t je term substituovatelny za x v A, a y je
premenna substituovatelnd za x v A.

Pri operdcii rozsirenia vetvy tabla m o dosledok niektorého z pravidiel typu 6
navyse musi platif, Ze premennd y nema volny vyskyt v ziadnej formule na
vetve 7.

X.24 Korektnost pravidiel y a §

Tvrdenie 5.61. Nech S je mnogina oznacenych formul v jazyku L, nech x a y st
premenné, nech t je term.

e Ak y(x) € S a t je substituovatelny za x v y1(x), tak
S je splnitelnd vtt S U {y1(t)} je splnitelnd.

e Ak 6(x) € S, y je substituovatelnd za x v 61(x) a y sa nemd volny vyskyt
v S, tak
S je splnitelnd vtt S U {61(y)} je splnitelnd.
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X.25 Korektnost pravidiel y a §

Dékaz (Giastoény, pre pravidlo § v smere =). Zoberme fubovolné S, x,y,ta §(x)
spliiajuice predpoklady tvrdenia. Nech S je splniteln4, teda existuje §truktira M
a ohodnotenie e také, ze M |= S[e]. Preto aj M |= 6(x)[e]. Podla tvaru 6(x)
mozu nastat nasledujice dva pripady.

e Ak §(x) = TAxA pre nejaku formulu A, tak podla def. 5.59 M |= dxA[e]
apodra def. 5.20 méme nejakého svedka m € M takého, ze M |= Ale(x/m)].
Podrla tvr. 5.57 potom M |= A{x +— y}[e(x/m)(y/m)]. Prem. x nie je
volnd v A{x +— y}, preto podla tvr. 5.38 M |= A{x  y}[e(y/m)], teda
M |= TA{x - y}e(y/m)], teda M = 61(y)[e(y/m)].

* Ak 6(x) = FYyA pre nejakid formulu A, tak podla def. 5.59 M |# VxA[e]
a podla def. 5.20 neplati, Ze M |= Ale(x/m)] pre kazdé m € M. Preto
mame nejaky kontrapriklad m € M taky, ze M |# Ale(x/m)]. Podla
tvr. 5.57 potom M [ A{x — y}[e(x/m)(y/m)]. Prem. x nie je voIna
v A{x +— y}, preto podla tvr. 5.38 M [ A{x — y}e(y/m)], teda
M |= FA{x = y}le(y/m)], ¢ize M |= 61(y)[e(y/m)].

NavySe y nie je voInd v ziadnej formule z S, preto M |= S[e(y/m)]. Teda M |=
S U{61(y)D]e(y/m)]. Preto je S U {61(y)} splnitelna. O

X.26 Tablovy kalkul pre logiku prvého radu
Princip tablovych dokazov ostdva nezmeneny:

* Ak chceme dokdzat, Ze formula X je platnd,
hladame uzavreté tablo pre FX.
Predpokladdame teda, Zze v nejakej Struktiure a nejakom ohodnoteni je
X nesplnend a ukazeme spor.

* Podobne pre prvorddové vyplyvanie T |= X predpokladdme, Ze v nejakej
Strukttre a nejakom ohodnoteni sd splnené vsetky formuly z T (TY pre
Y € T), ale X je nesplnend (FX) a ukazeme spor.

Priklad 5.62. Dokazme:

|= VxP(x) — 3xP(x) {=3x=P(x)} |= VxP(x)
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XI. prednaska
Prvoradové vyplyvanie
15. méja 2017

Organizacia

XI.1 Organizacia skiSkového obdobia

Termin Pisomn4 cast Ustna c¢ast

Riadny pon 5.juna 13:00 posl. A s$tv 8. jina 9:30 [-9
1. opravny str 14.jina 9:30 posl. A pia 16. jina 9:30 I-9
2. opravny str 21.jina 9:30 posl. B pia 23. juna 9:30 I-9

Ustna skuska:
* Poradie Studentov je dané poradim zapisania sa v AlS.
* Paralelne traja skusajuci.
* Priprava + odpoved: 15 + 15 min.

* Pocas odpovede jednej trojice Studentov sa dalSia trojica bude pripravo-
vat.

5.7. Korektnost tablového kalkulu
pre logiku prvého radu

XI.2 Splnenie formuly v Struktire

Definicia 5.63. Nech M = (M, i) je $trukttira, e je ohodnotenie premennych.
Relacia formula A je splnend v $truktire M pri ohodnoteni e (skratene M |=
Ale]) ma nasledovnd rekurzivnu definiciu:

* MEt; = ty[e] vit t)[e] = £)"e],
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*« MEP(ty, ..., t)le] vit (EM[e], ..., tM[e]) € PM,

* M —Ale] vit M Ale],

* M= (AAB)[e] vit M |= Ale] a zéroveit M |= Ble],

* M= (AV B)[e] vit M |= Ale] alebo M |= Ble],

* M |= (A — B)[e] vtit M |+ Ale] alebo M |= Ble],

» M |= AxAle] vtt pre nejaky prvok m € M méme M |= Ale(x/m)],
» M |= VxAle] vtt pre kaZdy prvok m € M madme M |= Ale(x/m)],

pre vSetky arity n > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou n, vSetky termy
t1, to, ..., ty, a vSetky formuly A, B.

XI.3 Splnenie mnoziny formul, tedrie
Definicia 5.64. Nech M je struktdra pre L.

* Nech e je ohodnotenie vyrokovych premennych. Mnozina S formadl ja-
zyka L je splnend v Struktire M pri ohodnoteni e (M |= S[e]) vtt pre
vietky formuly Y z S plati M |= Y[e].

¢ Formula X jazyka L je (sti¢asne) splnend v Struktiire M (M |= X) vtt X je
splnend v $truktire M pri kazdom ohodnoteni e.

* Mnozina S formul jazyka L je splnend v Struktiire M (skrdtene M |= S)
vtt pre véetky formuly Y z S plati M |= Y.

Definicia 5.65. Mnozinu formul T jazyka £ nazyvame tedria v jazyku L vtt je
spocitatelna a kazda jej formula je uzavreta.
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XI.4 Platné formuly a prvoradové vyplyvanie

Definicia 5.66. Nech X je formula v jazyku £. Formula X je platnd (skratene
I= X) vtt X je splnend v kazdej Struktire M pre L.

Definicia 5.67. Nech X je formula v jazyku £, nech S je mnozina formul v ja-
zyku L.

Formula X (prvorddovo) vyplyva z S (skratene S |= X) vtt

pre kazda $truktiru M pre L a kazdé ohodnotenie e plati, ze

ak je S splnena v M pri e, tak aj X je splnend v M pri e.

XI.5 Prvoradova splnitelnost a vyplyvanie

Definicia 5.68. Nech X je formula v jazyku £, nech S je mnoZzina formdl v ja-
zyku L.

* Formula X je (prvorddovo) splnitelnd vtt
existuje taka Struktira M pre L a také ohodnotenie individuovych pre-
mennych e, ze plati M |= X[e].
Inak je X (prvorddovo) nesplnitelnd.

* Mnozina S je (stiasne prvorddovo) splnitelnd vtt
existuje taka Struktira M pre L a existuje také ohodnotenie individu-
ovych premennych e, ze M |= S[e].
Inak je S (sucasne prvorddovo) nesplnitelnd.

Tvrdenie 5.69. Nech X je formula a S je mnoZina formul v jazyku L.
Formula X prvorddovo vyplyva z S vtt
mnogina S U {=X} je prvorddovo sti¢asne nesplnitelnd.

XI1.6 Splnenie oznac¢enych formul, vyplyvanie

Definicia 5.70. Nech M je Struktura pre jazyk £, nech e je ohodnotenie indi-
viduovych premennych, nech X je formula jazyka L.

Struktiira M spiiia ozna¢ent formulu TX pri ohodnoteni e vtt M |= X][e].
Struktira M spifia ozna¢ent formulu FX pri ohodnoteni e vtt M [ X[e].
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Splnenie mnoginy ozn. formul a splnitelnost definujeme analogicky ako pre
neoznacené formuly.

Tvrdenie 5.71. Nech X je formula a S je mnogina formiil v jazyku L.
Formula X prvorddovo vyplyva z S vtt
mnogina {TY | Y € S } U {FX} je prvorddovo sti¢asne nesplnitelnd.

X1.7 Jednotny zapis oznacenych formal —« a 8

Definicia 5.72 (Jednotny zapis oznacenych formul typu ).
<all>0znacend formula A* je typu @ vtt md jeden a a1 @
z tvarov v favom stipci tabulky pre nejaké

formuly X a Y. Takéto formuly oznacujeme
pismenom «; @1 oznacuje prislusnd formulu zo
stredného stlpca a a5 prislu$ni formulu

z pravého stipca.

TXAY) TX TY
F(XVY) FX FY
F(X >Y) TX FY
T-X FX FX
F-X TX TX

Definicia 5.73 (Jednotny zdpis oznacenych formul typu ).

<all>Oznacena formula B” je typu 8 vtt ma jeden B B1 B2
z tvarov v favom stl{pc1 tabulky pre nve]?lke F(XAY) FX FY
fo,rmuly X aY. Takéto vfo'rmuly ozvna}cmeme TXVY) TX TY
pismenom f; 81 oznacuje prislusnd formulu zo X —»Y) FX TY

stredného stipca a B, prislu$nd formulu
z pravého stlpca.

XI.8 Jednotny zapis oznacenych formiul —vy a 6

Definicia 5.74 (Jednotny zapis oznacenych formul typu ).

<all>0znacend formula C* je typu y vtt md jeden v(x)  yi(1)
z tvarov v Tavom stipci tabulky pre nejaku
formulu A a individuovt premennu x. Takéto
formuly oznacujeme y(x) a prislu$nu formulu
z pravého stipca oznadujeme vy (7).

FixA FA{x+— 1}
TVxA TA{x — 71}
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Definicia 5.75 (Jednotny zdpis oznacenych formul typu 9).
<all>0znacend formula D* je typu ¢ vtt md jeden 6(x)  61(1)

XI.9

z tvarov v Tavom stipci tabulky pre nejakt
formulu A a individuovt premennu x. Takéto
formuly oznacujeme §(x) a prislusnu formulu
z pravého stipca oznadujeme 61(y).

TIxA TA{x +— y}
FVxA FA{x - y}

Korektnost pravidiel y a §

Tvrdenie 5.76. Nech S je mnogina oznacenych formil v jazyku L, nech x a y st
premenné, nech t je term.

XI.10

Ak a € S, tak S je splnitelnd vtt S U {a1, as} je splnitelnd.

Ak B € S, tak S je splnitelnd vtt S U {B1} je splnitelnd alebo S U {B2} je
splnitelnd.

Ak y(x) € S a T je term substituovatelny za x v y1(x), tak S je splnitelnd
vtt S U {y1(1)} je splnitelnd.

Ak 6(x) € S, y je substituovatelnd za x v 61(x) a y sa nemd volny vyskyt
v S, tak S je splnitelnd vtt S U {61(y)} je splnitelnd.

Tablo pre mnozinu oznacenych formul

Definicia 5.77. Analytické tablo pre mnoginu oznacenych formul S* (skratene
tablo pre S*) je bindrny strom, ktorého vrcholy obsahuji oznac¢ené formuly
a ktory je skonstruovany podla nasledovnych rekurzivnych pravidiel:

L]

Strom s jedinym vrcholom (korefiom) obsahujicim niektord oznacent
formulu A* z S* je tablom pre S™.

Nech 7 je tablo pre S* a ¢ je nejaky jeho list. Potom tablom pre S* je aj
kazdé priame rozsirenie 7 ktoroukolvek z operéacii:

A: Ak sa na vetve m; (ceste z korenia do ¢) vyskytuje nejakd oznacena
formula «, tak ako jediné diefa £ pripojime novy vrchol obsahujtci
a7 alebo as.
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B: Ak sa na vetve m, vyskytuje nejakd oznacend formula 3, tak ako
deti ¢ pripojime dva nové vrcholy, pricom Tavé diefa bude obsaho-
vat 31 a pravé f3,.

XI.11 Tablo pre mnozinu oznacenych formul

Definicia 5.77 (pokracovanie).
C: Ak sa na vetve 1, vyskytuje nejakd oznacend formula y(x), tak ako
jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci y; (1) pre lubovolny
term t substituovatelny za x v y1(x).

D: Ak sa na vetve mr; vyskytuje nejaka oznacena formula §(x), tak ako
jediné dieta ¢ pripojime novy vrchol obsahujuci 61 (y) pre fubovolni
premennd y, ktord je substitovatelna za x v 61(x) a nemd volny
vyskyt v Ziadnej formule na vetve .

Ax: Ako jediné diefa ¢ pripojime novy vrchol obsahujtci lubovolnt ozna-
¢enti formulu A* € S*.

XI.12 Korektnost prvoradovych tabiel
Otvorené a uzavreté vetvy a tabld su definované rovnako ako pri tablach pre
vyrokovt logiku.

Veta 5.78 (Korektnost tablového kalkulu). Nech S*je mnogina oznacenych for-
mul.
Ak existuje uzavreté tablo T pre S*, tak je mnogina S* nesplnitelnd.

Dékaz (nepriamy). Nech S* je mnoZina oznadenych formuil.
Nech S™ je splnitelnd. DokaZeme, Ze kazdé tablo 7 pre S* je otvorené, tiplnou
indukciou na pocet vrcholov tabla 7.

O

5.8. Rezolvencia
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XI.13 Vyrokové pravidlo rezolvencie (opakovanie)

Vyrokova rezolvencia — odvodzovacie pravidlo pre vyrokové klauzuly:

kiV---VpV---Vkn {4V---VapV---V{,
kiV---VknVEV---VE,

Rezolvenc¢né odvodenie z mnoziny klauzil S je postupnost klauzul, z ktorych
kazd4:

* je prvkom S, alebo

* vznikla pravidlom rezolvencie z niektorych dvoch predchadzajucich klau-
zul v postupnosti, alebo

* vznikla pravidlom idempotencie z niektorej z predchadzajicej klauzuly
V postupnosti.

Rezolvenc¢né zamietnutie mnoziny klauzul S, je rezolven¢né odvodenie z S,
ktorého poslednym prvkom je prazdna klauzula O (klauzula s 0 literalmi).

XI.14 Prvoradové klauzuly a klauzalne tedrie

Definicia 5.79. Nech L je jazyk logiky prvého radu.

e Literdl je atomickd formula P(ty, . . ., tx) jazyka L alebo jej negacia =P(t, .

* Klauzula je vSeobecny uzéaver disjunkcie literalov, teda uzavreta formula
jazyka £ v tvare Vxi - - - Vx, (L1 V -+ - V L) (skr. VX \/f:1 L), kde Ly, ...,
Ly, suliterdly a x1, ..., x, st vSetky volné premenné formuly L, V- - -V Lp,.
Klauzula méze byt tvorend aj jedinym literdlom L., alebo prazdna (O).

* Klaugzdlna tedria je mnozina klauzidl {Cy, ..., C,};
moze byt tvorena aj jedinou klauzulou C1, alebo prazdna.

Dohoda 5.80. Vseobecné kvantifikatory v zapise klauztil budeme zanedbéavat.
Teda namiesto Vxp - - - Vxp(L1 V - -+ V Ly,) piSeme iba Ly V - -+ V Ly,.
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XI.15 Formalizécia do klauzalnych teorii
Priklad 5.81. Klauzédlnymi teériami sa daji formalizovat mnohé tvrdenia:
* Implikdcie vieme vyjadrif disjunkciami a negéciami, konjunkciu v kon-
zekvente viacerymi klauzulami,

— Kazdy, kto mé rad Ciri, ma radd Bibu a Edo ho tieZ md rad: Vx(—-ma_rad(x, Ci
ma _rad(x, Biba)), Vx(—-ma_rad(x, Ciri) V ma_rad(Edo, x))

konjunkciu v antecedente viacerymi literalmi v klauzule
- Kazdy, kto méa rad Bibu a Dadu, mé rad aj Adu: Vx(—méa_rad(x, Biba)V
—ma&_rad(x, Dada) V mé_rad(x, Ada))
* Namiesto existenéného kvantifikdtora méZeme pomenovat objekt kon-
Stantou
- Niekto md rad vSetkych: Vy(ma_rad( filantrop, y))
alebo funkciou, ktorej dame ako argumenty suvisiace objekty

- Kazdého ma niekto rdd: Vy(ma_rad(obdivovatel(y), y))

XI1.16 Usudky s klauzulami

Priklad 5.82. ¢ Kazdého m4 niekto rad: Vy(ma_rad(obdivovatel(y), y)),
teda aj Ciri ma niekto rad: maé_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri)

¢ Kto ma rad Ciri, toho ma rad Edo:
Vx(—méa_rad(x, Ciri) V ma_rad(Edo, x)),
ak Cirin obdivovatel ma rad Ciri, tak ho Edo ma rad:

—ma_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri) vV
ma_rad(Edo, obdivovatel(Ciri)).

* Preto (vyrokovou rezolvenciou):

maé_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri)
- ma_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri)vVma_rad(Edo, obdivovatel(Ciri))
méa_rad(Edo, obdivovatel(Ciri))
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Cely usudok aj s dosadeniami:

Vy(m&_rad(obdivovatel(y ), ¥))
Vx(—~ma_rad(x, Ciri) V ma_rad(Edo, x))
maé_rad(Edo, obdivovatel(Ciri))

XI1.17 Unifikatory

Definicia 5.83. Nech A, B st postupnosti symbolov, o~ je substitticia.
Substitticia o je unifikdtorom A a B vtt Ao = Bo.

Priklad 5.84. * A; = mé& _rad(filantrop, y), By = méa_rad(x, Ciri),
o1 = {x — filantrop, y > Ciri}

¢ A, = ma _rad(obdivovatel(y), y), Bo = ma_rad(x, Ciri),
05 = {x — obdivovatel(Ciri), y +»> Ciri}

¢ A3 = m4_rad(obdivovatel(y), y), B3 = ma_rad(Edo, x),
o3 = ??? neexistuje!

e A4 = ma_rad(obdivovatel(y), y), B4 = ma_rad(x, x),
o4 = ??? neexistuje!

XI.18 Skladanie substitticii, premenovanie premennych

Definicia 5.85. Necho = {x; > t1, ..., xp > thtald ={y; > s, ..., ym —
Sm} su substitucie.

ZloZenim (kompogiciou) substitticii o a 0 je substitucia o6 = {x;  t10, ..., x, —
tnb, Yi, 7 Sips - Yie 7 Sic)

kde {.Vip . "yik} ={y, .. -a}’m} \ {x1, ..., xa )

Priklad 5.86. o = {x > obdivovatel(y), z — y}
0 = {y > filantrop}
00 = {x — obdivovatel(filantrop), z + filantrop, y + filantrop}

Definicia 5.87. Premenovanim premennych je kazdd substitticia o = {x; +—
V1s + s Xn > Yn}, kde y1, ..., ¥, st premenné.
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XI.19 Unifikatory
Definicia 5.88. Nech A, B st postupnosti symbolov, o a 6 su substittcie.
* o je vSeobecnejSia ako 0 vtt existuje subst. y taka, ze 6 = oy.

* 0 je najvseobecnejsim unifikdtorom A a B vtt
— o je unifikdtorom A a B a zaroven

- pre kazdy unifikator 8 A a B je o vSeobecnejsia ako 6.
Priklad 5.89. As = ma_rad(obdivovatel(x), y), Bs = ma_rad(u, v)

* 051 = {u — obdivovatel(Ciri), v — y, x — Ciri}
651 = {u +> obdivovatel(Ciri), v + Biba, x - Ciri, y +> Biba}
Y51 = {y = Blba}

* 05y = {u — obdivovatel(x), v y}

055 = {u — obdivovatel(Ciri), v — y, x > Ciri}
V52 = {x > Ciri}

X1.20 Unifikatory a rezolvencia

Priklad 5.90.

maé_rad(obdivovatel(y), y)o
(-mé&_rad(x, Ciri) V ma_rad(Edo, x))o
ma_rad(Edo, x)o

o = {x  obdivovatel(Ciri), y > Ciri}

maé_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri)
- méa_rad(obdivovatel(Ciri), Ciri)Vma_rad(Edo, obdivovatel(Ciri))

mé_rad(Edo, obdivovatel(Ciri))
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XI.21 Unifikatory a rezolvencia

Priklad 5.91. Rovnaké premenné v klauzuldch mézu spdsobit neunifikovatel-
nost literalov:

ma_rad(obdivovatel(x), x)

—mé_rad(x, Ciri) V ma_rad(Edo, x)

Klauzuly st vsak vSeobecne kvantifikované nezdvisle od seba
Premenovanie premennych v jednej z nich nezmeni jej vyznam:

maéa_rad(obdivovatel(z), z)

—ma_rad(x, Ciri) V méa_rad(Edo, x),

ale umozni unifikaciu (vid predchddzajuci priklad).

X1.22 Prvoradova rezolvencia — pravidla

Definicia 5.92. Nech C a D su prvoradové klauzuly, nech A a B st atomy,
nech L a K su literaly, o je substitucia.
Pravidlo regolvencie (angl. resolution) je

AvVvC -BvVD
(COV D)o

o je unifikator A6 a B

pre nejaké premenovanie premennych 6.
Pravidlo faktorizdcie (angl. factoring) je

LVKvVC

W a je unifikator L a K.

Faktorizacia je zovSeobecnenie idempotencie pri vyrokovej rezolvencii.

X1.23 Zamietnutie

Definicia 5.93. Nech T je klauzélna tedria.
Zamietnutim T (angl. refutation) je kazda kone¢na postupnosf klauzdl Z =
(C1, Cy, ..., Cp), kde C, = O a kazdéd klauzula C;, 1 < i < n, je:
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* prvkom T, alebo

* odvodeny pravidlom rezolvencie z klauzil C; a Ci, ktoré sa v Z naché-
dzaju pred C;, alebo

* odvodeny pravidlom faktorizécie z klauzuly C;, ktord sa v Z nachadza
pred C;.

X1.24 Korektnost a tiplnost rezolvencie a vyplyvanie

Veta 5.94 (Korektnost a tplnost rezolvencie). Nech T je klauzdlna tedria.
Potom existuje zamietnutie {Cy, ..., C,} vtt T je nesplnitelnd.

XI.25 Rezolvencia a zamietnutie — priklad

Priklad 5.95. Dokéazme nesplnitelnost:

{—péchatel(x) V —pachatel(y),
pachatel(x) V pachatel(Dlhoprsty)}
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XII. prednaska
CNF, skolemizacia
Vztah vyrokovej a prvoradovej logiky

22. maja 2017

5.9. Prevod do klauzalnej tedrie a skolemizacia

XII.1 Splnitefnost (opakovanie)

Definicia 5.96 (Splnitelnost). Nech X je formula jazyka £ a nech S je mnozina
formul jazyka L.

* Formula X je splnitelnd vtt asporti jedna $truktira M pre £ spitia X pri
aspon jednom ohodnoteni e.

* Mnozina formul S je (sti¢asne) splnitelnd vtt aspon jedna Struktira M
pre £ spliiia S (teda spiiia kazdd formulu A v S) pri aspoii jednom ohod-
noteni e.

* Formula X (mnozina formul S) je nesplnitelnd vtt nie je splnitelna.

XII.2 Model

Definicia 5.97 (Model). + Struktira M je modelom formuly X (M |= X)
vtt M spiiia S pri nejakom ohodnoten e.

» Struktira M je modelom mnoziny formil S (M |= S) vtt M spiiia S pri
nejakom ohodnoteni e.

Teda formula X/mnozina formul S je splnitelnd vtt X/S ma model.

116



XII.3 Rezolvencia (opakovanie)

Definicia 5.98. Nech C a D su prvoradové klauzuly, nech A a B st atémy,
nech L a K su literdly, o je substitucia,
Pravidlo rezolvencie (angl. resolution) je

AvVvC -—-BVD
(COV D)o

o je unifikator A6 a B
pre nejaké premenovanie premennych 6.
Pravidlo faktorizdcie (angl. factoring) je

LVKvVC

W (oa je unifikator L a K.

XII.4 Rezolvencia (opakovanie)

Definicia 5.99. Nech T je klauzélna tedria.
Zamietnutim T (angl. refutation) je kazd4 kone¢nd postupnost klauzdl Z =
(C1, Co, ..., Cy), kde C, = O a kazda klauzula C;, 1 < i < n, je:

* prvkom T, alebo

* odvodeny pravidlom rezolvencie z klauzil C; a Ci, ktoré sa v Z nacha-
dzaju pred C;, alebo

* odvodeny pravidlom faktorizécie z klauzuly C;, ktord sa v Z nachadza
pred C;.

Veta 5.100 (Korektnost a tiplnost rezolvencie). Nech T je klauzdlna tedria.
Potom existuje zamietnutie T vtt T je nesplnitelnd.

XIL.5 Rezolvencia vs. prvoradové tedrie

* Rezolvencia je teda refutacne korektnd a upln4, ale pracuje iba s klau-
zalnymi tedriami.

* Vo vyrokovej logike sa dala Tubovolna teéria upravif na ekvisplnitelna
klauzalnu teériu (resp. formulu v CNF)
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* Potom sme na zistenie jej (ne)splnitelnosti mohli pouzit vyrokovi rezol-
venciu alebo vyrokovy SAT solver

* Je podobnd tprava mozna aj v logike prvého radu?

XII.6 Prvoradova ekvivalencia a ekvisplnitelnost

Definicia 5.101 (Prvoradova ekvivalencia). Mnoziny formtl S a T sd (prvord-
dovo) ekvivalentné (S < T) vtt pre kazdua $truktdru M a kazdé ohodnotenie e
plati M |= S[e] vtt M |= T[e].

Definicia 5.102 (Prvorddova ekvisplnitelnost). Mnoziny formul S a T st (pr-
vorddovo) rovnako splnitelné (ekvisplnitelné, equisatisfiable) vtt S ma model vtt
T ma model.

Tvrdenie 5.103 (Ekvivalentnd uprava). Nech X, A, B st formuly a nech free(A) =
free(B). Ak A & B, tak X < X[A | B].

XII.7 Nahradenie implikacii

Rovnako ako vo vyrokovej logike mbéZzeme kazdu formulu (A — B) ekvivalentne
nahradit formulou (-=A V B).

Priklad 5.104.

Vx(dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A daréek(y))) ©
Vx(—(dobré(x) A dieta(x)) vV Jy(dostane(x, y) A darek(y)))

Vx(—~dobré(x) — —Jy dostane(x, y)) &
Vx(——dobré(x) V =3y dostane(x, y))

XI1.8 Konverzia do nega¢ného normalneho tvaru (NNF)

Definicia 5.105. Formula X je v nega¢nom normalnom tvare (NNF) vtt
neobsahuje implikdciu
a pre kazdu jej podformulu —A plati, ze A je atomicka formula.

Formulu bez implikdcii do NNF upravime pomocou
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* de Morganovych zdkonov:

-(AAB) & -AV —B -(AVB) & -AA-B

* pravidla dvojitej negdcie:

-—AS A

e pravidiel pre negaciu kvantifikatorov:

-dx A © Vx-A -Vx A & Ix-A

XI1.9 Konverzia do NNF

Tvrdenie 5.106. Pre kaZdu formulu X existuje formula Y v NNF takd, Ze X & Y.
Priklad 5.107.

Vx(—(dobré(x) A dieta(x)) V dy(dostane(x, y) A dariek(y))) ©
Vx((—~dobré(x) vV —~dieta(x)) V dy(dostane(x, y) A darek(y)))

Vx(— —dobré(x) V =3y dostane(x, y) ) ©
Vx(dobré(x) V Yy ~dostane(x, y))

XI1.10 Skolemizacia
Skolemizacia je uprava formuly X v NNF, pri ktore;:

* kazdy vyskyt podformuly JyA, ktory sa nachadza v X mimo vsetkych
oblasti platnosti vseobecnych kvantifikdtorov nahradime formulou

Aly/c)

pre novy symbol konstanty ¢, nazyvany Skolemova konstanta,
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* kazdy vyskyt podformuly Jy A, ktory sa nachadza v X v oblasti platnosti
vSeobecnych kvantifikdtorov premennych x1, ..., x,

X = Vxp(- - Voo(c - - Vap( - - TyAce ) ) ) e
nahradime formulou
Ay /f(x1, X2, .. ., Xn))
pre novy funkény symbol f, nazyvany Skolemova funkcia.
Skolemove konstanty a funkcie pomentivajti objekty, ktorych existenciu formula

postuluje.

XII.11 Skolemizacia

Tvrdenie 5.108. Pre kaZdil formulu X v jazyku L existuje formula 'Y vo vhodnom
rozsireni jazyka L takd, Ze Y neobsahuje existen¢né kvantifikdtory a X a 'Y su
ekvisplnitelné.
Priklad 5.109.
dx (dobré(x) A dieta(x)) ~w»
dobré(nejaké_dobré_dieta ) A dieta(nejaké_dobré_dieta )

Vx(—~dobré(x) vV ~dieta(x) vV dy(dostane(x, y) A darek(y))) ~»

Vx(—~dobré(x) vV ~dieta(x) Vv
(dostane(x, daréek_pre(x)) A daréek(daréek_pre(x))))

XI1.12 Skolemizacia
Priklad 5.110.

dz (R(z, z) A Vx(=R(x, z) V Ju(R(x, u) A R(y, 2))
vV ¥yJu(=R(y, v) A R(x, u))))
R(c, ¢) A Vx(=R(x, ¢) V (R(x, f1(x)) A R(f1(x), ¢))
\ Vy(_'R()/’ fZ(X’ y)) A R(X, fZ(x’ y))))
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XI1.13 Konverzia do PNF

Definicia 5.111. Formula X je v prenexnom normdalnom tvare (PNF) vtt méa
tvar Q1x1Q2xs - - - QnxnA, kde Q; € {V, 3}, x; je premennd a A je formula bez
kvantifikdtorov.

Skolemizovanu formulu v NNF do PNF upravime opakovanou aplikaciou na-
sledujucich transformacii:

* ak x nema volny vyskyt v B,

VxAAB & Vx(AAB) BAVxA & Vx(BAA)
VxAV B © Vx(AV B) BVVxA & Vx(BVA)

* ak sa x md volny vyskyt v B a y je nova premenna,

VxAAB & VyA(x/y)AB BAVxA & BAVyA(x]y)
VxAV B & VyAlx/y) VB BVVYxA & BV VyA(x]y)

XII.14 Konverzia do PNF

Tvrdenie 5.112. Pre kazdu formulu X v NNF existuje ekvivalentnd formula Y
v PNF a NNF.

Priklad 5.113.

Vx(dobré(x) vV Yy ~dostane(x, y)) &
Vx Vy (dobré(x) V —dostane(x, y))

Pozor! Pre ekvivalentnost prenexovania je nutné, aby boli premenné viazané
réznymi kvantifikdtormi rézne:

(Vx A(x) V Vx B(x)) £5 Vx(A(x)V B(x)) M
(Vx A(x) V Vx B(x)) © Vx Vy (A(x) V B(y))

Premenné je lepSie premenovat eSte pred skolemizaciou.
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XII.15 Konverzia do CNF
Maticu formuly v PNF — najvéacsiu podformulu bez kvantifikdtorov — upravime
do CNF pomocou distributivnosti a komutativnosti disjunkcie:

(AVIXAY) o (AVX)A(AVY))
(XAY)VA) & (XVA A VA)

Priklad 5.114.

Vx(—dobré(x) vV ~dieta(x) V
(dostane(x, daréek_pre(x)) A daréek(darcek_pre(x)))) &
Vx((—dobré(x) V —dieta(x) V dostane(x, daréek_pre(x))) A
(—dobré(x) vV —dieta(x) V dar&ek(darcek_pre(x))))

XI1.16 Konverzia do klauzélnej tedrie

Formula, ktorej matica je v CNF, je ekvivalentnd s konjunkciou klauzul:

Vx(A A B) © (Vx AAVxB)
a konjunkcia klauzul je ekvivalentna s ich mnozinou:
{(VxAAVxB)} © {Vx A VYxB}

Priklad 5.115.
{Vx((—dobré(x) Vv —~dieta(x) V dostane(x, daréek_pre(x))) A
(—dobré(x) V —dieta(x) V dar&ek(darcek_pre(x))))}

{(Vx(—dobré(x) vV ~dieta(x) V dostane(x, daréek_pre(x))) A
Vx(—dobré(x) V —~dieta(x) V daréek(daréek_pre(x))))} &

{Vx(—dobré(x) V —dieta(x) V dostane(x, daréek_pre(x))),
Vx(—dobré(x) vV —dieta(x) V dar&ek(darcek_pre(x)))}
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XII.17 Konverzia do klauzalnej tedrie

Veta 5.116. Ku kazdej tedrii T v jazyku logiky prvého rddu existuje ekvisplnitelnd
klauzdlna tedria.

Priklad 5.117.

XII.18

Vx (dobré(x) A dieta(x) — Jy(dostane(x, y) A darcek(y))),
dx (dobré(x) A dieta(x)), sy
Vx (—=dobré(x) — —Jy dostane(x, y))
Vx1(—dobré(x;) V —dieta(x;) V dostane(x;, daréek_pre(xy))),
Vxo(—dobré(xy) V —dieta(xs) V daréek(darek_pre(xz))),
dobré(nejaké_dobré_dieta), dieta(nejaké dobré_dieta),
Vx3 Vy (dobré(xs) V ~dostane(xs, y))

Konverzia do CNF

Dokaz/algoritmus

Ti:
TNZ

Tvi

Tsi

Tp!

TDZ

TKI

Implikacie nahradime disjunkciami.
Presunieme negéacie k atémom — negac¢ny normalny tvar (NNF).

Premenujeme premenné tak, aby pri kazdy kvantifikator viazal ind pre-
mennu ako ostatné kvantifikdtory.

Exist. kvantif. nahradime substitticiou prislusnych viazanych premennych
za Skolemove konstanty/aplikacie Skolemovych funkcii na vSeob. kvant.
premenné — skolemizacia.

Presunieme vSeobecné kvantifikdtory na zaciatok formuly — prenexny
normadlny tvar (PNF).

Distribuujeme disjunkcie do konjunkcii — konjunktivny normaélny tvar
(CNF).

Odstranime konjunkcie rozdelenim konjunktov do samostatne kvantifi-
kovanych klauzl.

Skolemizacia vytvori ekvisplnitelnt tedriu, ostatné tipravy su ekvivalentné.
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5.10. Grounding

XI1.19 Konecné jazyky
SAT solverom rieSené ulohy na praktickych cviceniach hovorili vZdy o kone¢nom
pocte objektov a kazdy bol pomenovany.

Nemali ziadne funkéné symboly, takze jazyk mal len konec¢ne vela termov
a atomickych formul bez premennych (uzavretych).

Priklad 5.118. V zahade vrazdy Agathy vystupovali 3 objekty: Agatha, komor-
nik, Charles, pomenované konstantami Agatha, butler, Charles.
Jazyk ma 3% uzavretych atomickych formuil:

hates(Agatha, Agatha), hates(Agatha, butler), ..., hates(Charles, Charles)
richer(Agatha, Agatha), richer(Agatha, butler), ..., richer(Charles, Charles)
killed(Agatha, Agatha), killed(Agatha, butler), ..., killed(Charles, Charles)

XI1.20 Uzemnené formuly

Definicia 5.119. * Jazyk logiky prvého radu bez funkénych symbolov bu-
deme nazyvat konecny.

* Postupnost symbolov (term, formula) je uzemnend (ground, grounded)
vtt neobsahuje Ziadne symboly premennych.

Priklad 5.120. Formula
killed(Agatha, butler) — —richer(Agatha, butler)
je uzemnena, ale

killed(Agatha, y) — —richer(Agatha, y)
VxVy(killed(x, y) — —richer(x, ¥))

nie su.
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XI1.21 Grounding

* Struktudra pre kone¢ny jazyk moze obsahovat viac prvkov, ako je konstént,
aj nekonecne vela — niektoré si nepomenované.

* Napodiv to niekedy nie je také dolezité

Definicia 5.121. Nech £ je koneény jazyk, nech C, = {cy, ..., ¢, }; pre vSetky
arity k > 0, vSetky predikatové symboly P s aritou k, vSetky termy t1, to, ...,
tx, vSetky premenné x, vSetky formuly A, B a vSetky spojky ¢ € {A, V —}
definujeme:

* ground(P(ty, ..., tx)) = P(t1, . ., tx)

* ground(—A) = - ground(A)

* ground(A ¢ B) = ground(A) ¢ ground(B)

» ground(Ix A) = A{x > 1} V-V A{x — cp}
( xA

* ground(VxA) = A{x > c1} A+ AA{x - cp}

XII.22 Grounding a klauzalne tedrie

Tvrdenie 5.122. Nech T je tedria v kone¢nom jazyku L, kde Cr = {c1, ..., Cn}-
Nech ground(T) = { ground(A) | A€ T }.

e Ak T je klauzdlna, tak T je splnitelnd vtt ground(T) je splnitelnd.

e Ak T obsahuje formulu Vx(x = ¢1 V --- V x = ¢,), tak T je splnitelnd vtt
ground(T) je splnitelnd.

5.11. Opakovanie

XII.23 Zaujimavé otazky — syntaktické transformacie

Cvicenie 5.123. * Nech X je prvorddova formula bez kvantifikdtorov.
Ak v X nahradime vSetky premenné za konstanty, dostaneme vyrokovt
formulu.
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XI1.24 Zaujimavé otazky — mohutnost $trkutdr

Cvicenie 5.124. * Zostrojte prvoradovu formulu,
ktorej modely maju asport dvojprvkové domény.

* Zostrojte prvoradovu formulu,
ktorej modely maju najviac dvojprvkové domény.

* Zostrojte prvoradovu formulu,
ktora je splnend iba v nekone¢nych Struktirach
(teda ktorej vSetky modely maji nekone¢né domény).

* Ak je formula v logike prvého radu bez rovnosti splnend v konec¢nej Struk-
ttre s k prvkami,
je splnena aj v Struktire s k + 1 prvkami.

XII.25 Zaujimavé otazky — prvoradové a vyrokové formuly

Cvicenie 5.125. * Nech F je splnitelnd vyrokovd formula. Nech F; je pr-
voradova formula, ktord vznikne nahradenim vyrokovej premennej p za
undrny predikat p(x) a uzavretim formuly kvantifikdtorom Vx.

Potom F1 je tiez splnitelna formula.
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