Priklady

Priklad. Vyrieste nasledujici rekurentny vzfah:

QOZO
ale
0,222

an+3 — 6anyo + 1lany1 — 6a, =0 pre n > 0.
Riesenie. Charakteristickd rovnica
23— 622 + 11z —6=(z—1)(z—2)(z—3) =0
ma tri rozne redlne korene: 1, 2 a 3. VSeobecné rieSenie mé tvar
an, = A1" 4+ B2" 4+ C3" = A+ B2" 4+ C3".
Linedrny systém rovnic

0=ay=A+B2°+0C3°=A+B+C
0=a1=A+B2' +C3'=A+2B+3C
2=ay=A+B2?2+(C3%=A+4B+9C

m4 rieSenie A =1, B= -2 a C = 1. Preto
an =14 (=2)2" +(1)3" =3" — 2"+ 4 1. O
Priklad. Kolko slov dizky n nad abecedou {0, 1,2, 3,4} mé péarny pocet vyskytov

znaku 0. N3jdite rekurentny vzfah vyjadrujici tento poéet. Uved'te vhodné
pociatoéné podmienky. Rekurentni rovnicu vyrieste.

Ndvod. Oznaéme a,, hladany poéet slov diiky n. Lahko sa presvedéime, Ze
aw=1 a=4 ay=>5—(4+4)=17,
a tiez, ze pre n > 1 plati rovnost
anp =4a,_1+ (5”*1 —Qp-1).
Postupnost a,, spiiia tento rekurentny vztah

a0:1

Ap = 3an_1+5""1 pren>1. O



Priklad. Vyrieste nasledujtici rekurentny vzfah:

a0:1/2
a1:3

Gnt2 — Dapy1 +4a, =3 — 2" pre n > 0.
Riesenie. Vieobecné riesenie rekurentného vztahu hladdme v tvare
ap = a%h) + a%p),
kde a,(lh) je vSeobecné rieSenie prislusného homogenného rekurentného vztahu
Gp+2 — Oapy1 +4a, =0 pren >0

aa? je partikuldrne rieSenie nehomogenného rekurentného vzfahu.

Charakteristick4 rovnica homogenného rekurentného vzfahu
2?2 —br+4=(r—1)(x—4)=0

mé dva rozne redlne korene: 1 a 4. VSeobecné riesenie homogenného reku-
rentného vzfahu m4 tvar

a\M = A1" + B4™ = A + B4™.
Partikuldrne riesenie hladdme v tvare
aP) = Cn 4+ D2".
Po dosadeni do nehomogenného rekurentného vzfahu dostaneme
C(n+2)+ D2""2 —5(C(n+ 1)+ D2"™') + 4(Cn + D2") = 3 — 2"
Po upravach
—-3C —2D2" =3 — 2",
Z toho plynie, ze C = —1 a D = 1/2. Preto
aP) = (=1)n+(1/2)2" =271 —n.
Linedrny systém rovnic

1/2=ap=A+B4°+2°"' —0=A+B+1/2
3=a;=A+B4' +2'"' —1=A+4B

ma riesenie A = —1 a B = 1. Preto

an=—1+(1)4" +2" 1 —p=4" 42"t — (n+1). O



Priklad. Vyrieste nasledujici rekurentny vzfah:

apg = -1
[ 0
dapqo —4ap41 +a, =0 pre n > 0.

Riesenie. Charakteristickd rovnica
4 —dx+1=(22-1)2=0

mé jeden dvojndsobny redlny koren: 1/2. Vieobecné rieSenie mé tvar

AW AN
Linedrny systém rovnic

i ol
0=a :A(é)l +B(1)<;)1 =242

m4 riesenie A = —1 a B = 1. Preto

= (—1)©n 4 (1)n(;>n =2 L

O

Priklad. Uvazujme refazce vytvorené zo znakov abecedy {0,1,2}. Nech a, je
pocet retazcov dlzky n neobsahujtcich dve po sebe idice parne cifry. Najdite
rekurentny vztah vyjadrujici a,,. Uved'te vhodné pociatoéné podmienky. Reku-

rentnd rovnicu vyrieste.

Ndvod. Oznaéme a,, hladany pocet refazcov dizky n. Lahko sa presvedéime, ze

a=1  a1=3 ay=3>-4=5,
a tiez, Ze pre n > 2 plati rovnost
Ay, = Ap—1 + 205_o.
Postupnost a,, spliia tento rekurentny vztah

a():].
a1=3

ap = Ap_1 + 2a,_5 pren > 2.



Priklad. Vyrieste nasledujtici rekurentny vzfah:

a():—].
a1:1

Gn+2 — OApy1 +6a, =2n —5 pre n > 0.
Riesenie. Vieobecné riesenie rekurentného vztahu hladdme v tvare
an = a +aP),
kde a,(lh) je vSeobecné rieSenie prislusného homogenného rekurentného vztahu
An+42 — OAp41 +6a, =0 pren >0

aa? je partikuldrne rieSenie nehomogenného rekurentného vzfahu.

Charakteristick4 rovnica homogenného rekurentného vzfahu
2?2 —5r+6=(r—2)(x—3)=0

mé dva rozne redlne korene: 2 a 3. VSeobecné riesenie homogenného reku-
rentného vztahu m4 tvar

aM = A2" + B3".
Partikuldrne riesenie hladdme v tvare
alP) = Cn+ D.
Po dosadeni do nehomogenného rekurentného vzfahu dostaneme
Cn+2)+D—-5C(n+1)+D)+6(Cn+ D) =2n—5.

Po upravach

2Cn — (3C — 2D) = 2n — 5.
Z toho plynie, ze C =1 a D = —1. Preto

a?) = (Dn+(-1)=n—1.
Linedrny systém rovnic

—1=ay=42°+B3"+0-1=A+B-1
l=a;=A2'+B3'+1-1=24+3B

ma rieSenie A = —1 a B = 1. Preto

an = (-1)2"+(1)3"+n—1=3"—2"+n—1. O



Priklad. Vyrieste nasledujici rekurentny vzfah:

a0:1/2
CL1:1

2a4p42 + apy1 —an =0 pre n > 0.
Riesenie. Charakteristickd rovnica
208+ —1=02z—1)(x+1)=0
mé dva rozne realne korene: 1/2 a —1. VSeobecné riesenie ma tvar
Gy = A(;)n + B(-1)".

Linedrny systém rovnic

0
1/2=ag = A(;) +B(-1)=A+B

1
lalA(;> +B(-1)'==-B

m4 rieSenie A =1 a B = —1/2. Preto

an = (1) (;) +(=1/2)(-1)" = 2% _ (—21)".

O

Priklad. Pocitacovy systém povazuje refazec vytvoreny zo znakov bindrnej
abecedy {0,1} za sprdvne kédové slovo, ak refazec obsahuje dve po sebe idtice

nuly. Takze napr.: 01001 je spravne kédové slovo, kym 01010 nie je.

Nech a,, oznacuje pocet spravnych kédovych slov dlzky n > 0. Najdite reku-
rentny vztah vyjadrujici a,,. Nezabudnite uviest vhodné poc¢iatocné podmienky.

Vypocitajte hodnoty as a ag.
Rekurentna rovnicu nerieste.

Riesenie. Lahko sa presvedéime, Ze
ag =0 a1 =0 as =1 asz =3,
a tiez, Ze pre n > 2 plati rovnost
Up = Qp_1 + Qo + 272,
Postupnost a,, spliia tento rekurentny vztah 2. stupiia:

a0:0
CL1:O

Up = Ap_1 + an_o+2""2 pren > 2.



Odtial

ag=3+4+142"2=444=38
a5 =8+34+22=1148=19
ag=19+8+26"2 =27+ 16 = 43.

Priklad. Vyrieste nasledujtici rekurentny vzfah:

apg = 1
pt1 = 3ap + 3ntl 49 pre n > 0.
Riesenie. Vieobecné rieSenie rekurentného vztahu hladdme v tvare
an = a +aP),
kde a%h) je vieobecné riesenie prislusného homogenného rekurentného vzfahu

An+1 = 3ap pren >0

a aﬁf ) je partikuldrne rieSenie nehomogenného rekurentného vztahu.

Vseobecné rieSenie homogenného rekurentného vztahu m4 tvar
alh = A3,
Partikuldrne rieSenie hladdme v tvare
a?) = B+ Cn3™.
Po dosadeni do nehomogenného rekurentného vzfahu dostaneme
B+ C(n+1)3"" = 3(B 4 Cn3") + 3" 4 2.
Po upravach
3C3" + (-2B) = (3)3" + 2.
Z toho plynie, ze B = —1 a C = 1. Preto
alP) = (=1) 4+ (1)n3" = n3" — 1.
Linearna rovnica
l=ap=A43"+(0)3"-1=4-1
ma rieSenie A = 2. Preto

anp=(2)3"+n3"—-1=(n+2)3" — 1.



Priklad. Vyrieste nasledujici rekurentny vzfah:

Clo:l
a1:6

Gn+2 — 6apy1 +9a, =0 pre n > 0.
Riesenie. Charakteristickd rovnica
22 —6r+9=(x—-3)2=0
ma jeden dvojnasobny redlny koren: 3. VSeobecné rieSenie ma tvar
a, = A3" + Bn3".
Linedrny systém rovnic

l=ay=A3"+B(0)3°= A
6=a = A3' + B(1)3' =34+ 3B

ma rieSenie A =1 a B = 1. Preto

an = (13" 4+ (1)n3" = (n+1)3™. O
Priklad. Kolko slov dfzky n > 0 nad abecedou {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} md
parny pocet vyskytov znaku 0. N4jdite rekurentny vzfah vyjadrujici tento
pocet. Uved'te vhodné pociatoéné podmienky. Rekurentni rovnicu vyrieste.
Ndvod. Oznaéme a,, hladany pocet refazcov dizky n. Lahko sa presvedéime, ze

aw=1  a1=9 a=9"+1=82,
a tiez, Ze pre n > 1 plati rovnost
an =9a,-1+ 10" —a,_1.

Postupnost a,, spliia tento rekurentny vztah

a():l

an = 8ap_1+ 10" 1 pren>1. O
Priklad. Vyrieste nasledujtici rekurentny vzfah:

(10:—].
(11:1

2a4p42 —dap+1 +2a, =0 pre n > 0.



Riesenie. Charakteristickd rovnica
202 — 5z +2= (22— 1)(z—-2)=0

mé dva rozne redlne korene: 1/2 a 2. Vieobecné riesenie mé tvar

1 n

Linearny systém rovnic
10
—1=ag :A<2> +B2'=A+B
1\ , A
l=a1=A(-) +B2 = — +2B
2 2
ma rieSenie A = —2 a B = 1. Preto

an = (—2) (;)ﬂ +(1)2" = 2" — G)H =2m 2=, O

Priklad. Kolko slov dizky n > 0nad abecedou {0, 1,2} ma parny pocet vyskytov
znaku 0. N4jdite rekurentny vzfah vyjadrujici tento poéet. Uved'te vhodné
pociatoéné podmienky. Rekurentni rovnicu vyrieste.

Riesenie. Oznaéme a,, hladany poéet slov diiky n. Lahko sa presvedéime, Ze
aw=1 a1=2 a=2>2+1=5,
a tiez, e pre n > 1 plati rovnost
ap =2an-1+3" " —a,_4.
Postupnost a,, spiiia tento rekurentny vzfah
apg =1
Un = ap_1+3""1 pren>1.

Pri rieeni rekurentného vzfahu vychddzame z tejto vliastnosti platnej pre n > 1:

n

Qp — ag = Z(az - ai_l) = igiil.
i=1

i=1
Preto

n
, 3n—1 341
an=1+Z3H:1+ Ny O
=1

2 2



Priklad. Vyrieste nasledujici rekurentny vzfah:

a():()
a1:1

Gpto —4any +4a, =1 pre n > 0.
Riesenie. Vieobecné riesenie rekurentného vztahu hladdme v tvare
ap = aSLh) + a%p),
kde a%h) je vSeobecné riesenie prislusného homogenného rekurentného vzfahu
Gp+2 —4any1 +4a, =0 pren >0

a agf) ) je partikuldrne rieSenie nehomogenného rekurentného vztahu.

Charakteristickd rovnica homogenného rekurentného vztahu
2 —dr+4=(x-2)2=0

ma jeden dvojnasobny redlny korem: 2. VSeobecné rieSenie homogenného reku-
rentného vzfahu ma tvar

aM = A2" + Bn2™.
Partikuldrne riegenie hladdme v tvare
aP) = C.
Po dosadeni do nehomogenného rekurentného vzfahu dostaneme
C—-4C+4C =1
Z toho plynie, ze C' = 1. Preto
aglp) =1.
Linedrny systém rovnic

0=ag=A42"+B(0)2°+1=A4+1
l=a; =A2' + B(1)2' +1=24+2B+1

ma rieSenie A = —1 a B = 1. Preto

an = (=1)2" + ()n2" + 1= (n— 1)2" + 1. O



