4. Linearne modely neurdonovych sieti

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ najjednoduch$imi modelmi neurénovych sieti —
modelmi ktorych zakladnou stavebnou jednotkou je formalny neurén s linedrnou aktiva¢nou
funkciou f. Oznac¢me vystup formalneho neurénu ako y. Nech aktivity prichaddzajuce cez n
vstupnych kanalov tvoria vektor X=(x1,%2,....5,) ", kde horny index T oznacuje transponovany
vektor. Nech st vstupné kanaly vahované pomocou vektora vah w:(wl,wz,...,w,,)T. Potom
bude vystupna aktivita linearneho neurénu rovna

y = f(net) = f(wa+ 1‘}) , 4.1

kde U je prah aktivacie (excitacie). NajcastejSie je aktivacna funkcia identické zobrazenie a

, , .. , Ly , T , ;
formalny neurén realizuje skalarny sucin vstupného vektora x=(xi,x,...,x,) s vahovym
vektorom w:(wl,wz,...,w,,)T:

y=w'x. (4.2)

Samozrejme, takyto model nezohl'adiiuje saturacné vlastnosti realnych neurénov (aktivita
neurénu sa nemdze zvySovat’ priamo umerne s narastom postsynaptického potencialu wix,
ale pre velké hodnoty sa saturuje). Na druhej strane, linedrna povaha modelu nam umozni
najst’ analytické rieSenia problémov, ktoré v nelinearnych modeloch zohladnujtcich
saturacie neurénov nie je mozné ziskat. Interpreticiou vysledkov aparatom linedrnej
algebry mozno presne pochopit, ¢o sa skryva za pojmami ako je zovSeobecnenie na zaklade
trénovacej mnoziny, mechanizmus asociacie vstupov so ‘“zapamitanymi” prototypovymi
vzormi, atd’.

Oznaéme véhu j-teho vstupného kanala do i-teho neurénu w,. Ak neurénova siet
pozostava z m neurdénov reagujucich na n vstupnych kandlov (obr. 4.1), potom vahy
vSetkych prepojeni mozno prehl’adne usporiadat’ do vahovej matice

W11VV12 "'W1n
W: W21W22"'W2n ) (43)
Wm1Wm2 - 'Wmn

Po priloZeni vektora x na vstup siete dostavame ako vystup vektor y=(yi,v.....vm) ", kde
V1,V2,.-Vm SU aktivacie vystupnych neurénov, pricom y=Wx. Jednovrstvova linedrna
neurénova siet’ teda realizuje linearne zobrazenie ¢@: R"—R". Ak by sme pridali d’al$iu
vrstvu, ktorej vstupy by boli aktivacie y, vystup siete z by bol linedrny obraz vektora y,
7=Vy. Zrejme 7=Ax, kde matica A=VW. Ked'ze kompozicia linedrnych zobrazeni je opit
linearne zobrazenie, pridavanie d’alSich vrstiev v linearnych sietach neprindsa ziadny novy
kvalitativny efekt, a preto sa v d’alSom budeme zaoberat’ iba jednovrstvovymi sietami.
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Majme trénovaciu mnozinu 7={(x""y"),x? y?),..."y™)}, kde x"eR" a yVeR™,
Vie {1,2,..N}. Siet bude vykonavat cinnost predpisani trénovacou mnozinou 7, ak
najdeme taku maticu vah W, ze

y D =", vie{12,...,N}. (4.4)

Nech X je matica, ktorej stipce tvoria trénovacie vstupy XV x@ . x™ a Y matica,

Obrazok 4.1. Linearna neurénova siet’ s
n vstupmi a m linedrnymi neurénmi.
Viaha j-teho vstupného kanala do i-teho
neuronu wj; .

ktorej stipce st zodpovedajiice “pozadované” vystupy yO, y? ., y™. Potom podmienka
(4.4) sa da prepisat’ v maticovom tvare

Y=WX. 4.5)
Pokial’ je matica X regularna’, pozadované vahy prepojeni dostavame priamo z (4.5)
w=yvx". (4.6)

Vo vseobecnosti v§ak nemozno predpokladat’ ani len to, Ze matica X je Stvorcova (pocet
vzoriek v trénovacej mnozine je rovny dimenzii vstupnych vzorov), nieto eSte linearnu
nezavislost’ vstupov x'”, x?, ... x™. V takom pripade je (4.6) modifikované na [1, 2]

W=yX" 4.7)

kde X=X"(XX")", ak pocet riadkov matice X je mensi ako pocet jej stipcov (pocet
trénovacich vzoriek N je vacsi ako dimenzia vstupov n) a hodnost’ matice X je rovna n. V
opa¢nom pripade X'=(X"X)"'X", ak pravda, hodnost matice X je N. Predpokladime, Ze
trénovacie priklady korespondujuce s linearne zavislymi vstupmi sme z trénovacej mnoziny
vylagili. Matica X* sa nazyva pseudoinverznd matica matice X a plati

XX'X=X. 4.8)

V d’alSom sa budeme zaoberat’ pripadom, ked’ pocet trénovacich vzoriek N je mensi ako
dimenzia vstupov n. Predstavme si, Ze mame vyriesit ulohu autoasociacie, teda zapamaétat’

! Stvorcova matica X dimenzie n sa nazyva regularna, ak véetky jej riadky (resp. stipce) su lineérne

nezavislé. Jej determinant je r6zny od nuly.
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(2)

si uréité “prototypové” vzory x'V, x?,..., x™, ktoré tvoria stipce matice X. Trénovacia

mnozina ma tvar
T= {(X(U , x0 )(X(2) ’ X(Z)), . .,(X(N) , xV )} (4.9)

a matica pozadovanych vystupov Y=X. Z (4.7) dostdvame pre vahovi maticu
W= XX" (4.10)

Samozrejme, jednym z moznych rieSeni nasho problému by mohlo byt W=I, kde I je
jednotkova matica dimenzie n. V takomto pripade by siet’ len slepo kopirovala na vystup to,
¢o vidi na vstupe. Takéto rieSenie by sme dostali pomocou (4.9), ak by sme mali N=n
linearne nezavislych vstupnych vzorov. Ak je pocet vstupnych vzorov mensi ako ich
dimenzia, linearny obal vzorov (mnozina vektorov, ktoré mozno dostat’ linearnou
kombinaciou vzorov) je linedrny podpriestor L linedrneho priestoru R”. Oznalme
ortogonalny doplnok priestoru L v R" ako L'. L* je linearny podpriestor priestoru R"
obsahujuci vsetky vektory kolmé na priestor L. Zopakujme si, Ze vektor je kolmy na priestor
L, ak je kolmy na vSetky vektory obsiahnuté v L. Zrejme plati, ze ak je vektor kolmy na
kazdy vektor z bazy priestoru L, potom je kolmy na priestor L. Kazdy vektor xe R" sa da
jednoznaéne rozlozit x=xp+xp na zlozky xpe L a xpe Lt (obr. 4.2).

Tento fakt sa 'ahko dokaze sporom. Nech existuju dva rozne rozklady

X=XpTXp; & X=XpytXp;,

kde xp;,xpeL a xXpj,Xp€e L Zrejme Xp-Xpy= Xpy-Xp;. Lava strana poslednej rovnosti je
linearna kombinacia vektorov z priestoru L, a teda je to vektor z priestoru L, kym prava
strana z analogickych dévodov je vektor z priestoru L*. Toto je mozné, len ak prava aj l'ava
strana st nulové vektory a teda xp;=xp, a Xp;=Xp, , €0 je v spore s nasim predpokladom
dvoch roéznych rozkladov.

Dopredu prezradime, Ze stratégia, ktorou sa linedrna siet s vahami W=XX' zhosti
autoasociacnej ulohy je nasledujiica [2, 3]: Vstupné “prototypové” vzorky definuju
podpriestor L v celom vstupnom priestore R". L je linearny obal prototypovych vstupnych
vektorov. Siet’ povazuje kazdu odchylku od priestoru L za “pridany Sum”, ktory vyfiltruje.
Pri prichode neznamej vstupnej vzorky x siet’ “predpoklada”, ze ide o malo deformovanu
podobu niektorého zo vstupnych prototypov (uloZenych ako stipce matice X) a urobi
ortogonalny priemet xp vektora x do podpriestoru L, pricom xp prehlasi za “vycistent”
verziu vstupu x. Vektor xp=(x-xp)e L* predstavuje &ast, ktora siet’ povazuje za deformaciu
vstupu vzhl'adom na uloZené prototypy. Je mozny aj iny pohlad, interpretujici vektor xp
ako “novatorsky aspekt” vstupu x, vo svetle vzorov predstavenych v trénovacej mnozZine.
Aby sme dokdzali, Ze hore uvedena stratégia zodpoveda skuto€nosti, musime ukdzat’, ze
Wx=XX'x=xp. Inymi slovami, je treba dokézat, e matica XX  je operator vykonavajiici
ortogonalnu projekciu na linearny obal stipcov matice X. Najdime rozklad x=x,+x, vektora
x, 2e x;eL a x,e L*. Vieme, ze e L* prave vtedy, ked’ x, L xV, i=1,2,.,N, ¢ v maticovej
formulécii znamena
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Obrazok 4.2. L je linearny obal vektora v (linearny priestor,
ktorého baza je vektor v), vektor x sa da jednoznacne rozlozit’
na dve zlozky xpe L a xpe L

X'x,=o, (4.11)

kde o je nulovy vektor dimenzie 7.
V d’alSom budeme vyuzivat’ fakt, Ze rieSenim sustavy linearnych rovnic Au = b, kde A4 je
matica sustavy s va¢sim poctom stlpcov ako riadkov, je

u=A"b+(I-A"A)v . (4.12)
v je l'ubovol'ny vektor rovnakej dimenzie ako vektor x. To sa da 'ahko vidiet,, pretoze
Au=AA"b+(A-AA"A)v=AA"b=b , (4.13)

-1
kedze AA'=44"(4A") =I. Matica X" je pozadovaného typu a teda z (4.11) a (4.12)
dostavame

=(X") 0 + (X X"y (4.14)
Lahko sa presvedcime, Ze
X)) X = X(X'X) X" = XX* (4.15)
takze
x=(I-XX v . (4.16)

Zostava najst’ “ten pravy” vektor v definujuci ortogonalny rozklad vektora x. Presved¢ime
sa, ze taky rozklad dostavame prave vtedy, ked’ v=x. Skutocne,

szxl:(x-XYx)TXYx:(xT—xTXY)XYxZO, (4.17)
lebo XX je symetricka® matica a XX XX = XX".

2 Matica X sa nazyva symetricka, ak X=X, kde X je transponovana matica k matici X, ktora vznikne

z X zamenou riadkov za stipce.
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Ukézali sme, ze x;=XX x=xp , ¢o znamena, ze XX je matica vykondvajlica ortogonalnu
projekciu na linearny obal stipcov matice X (obr. 4.3).

Podotykame, ze ak by sme namiesto XX pouzili vahova maticu W=I-XX", dostali by sme
ako odozvu na vstup x vektor x2:WF(I-)O(+)FxD, ktory sa da volne interpretovat’ ako
reprezentant nového a originalneho vo vstupe x, vzhl'adom na trénovacie prototypy ulozené
ako stipce matice X. Takato neurénové siet’ dostala meno detektor novosti (angl. novelty
detector) [2, 3].

Zatial’ sme si ukazali, ako pre danu trénovaciu mnozinu 7 vytvorit’ vahova maticu, ktora
realizuje zobrazenie urcené asociatnymi parmi z 7. Okrem iného, je potrebné vypocitat’
pseudoinverzni maticu k matici X, ¢o pri ulohach realnejsieho rozsahu moze byt vypoctovo
vel'mi narocné. Navyse, ak by sme po natrénovani siete na urcitej trénovacej mnozine 7'
chceli pribrat’ este jeden novy trénovaci priklad, museli by sme odznova preratat’ cel
vahovi maticu. Ukazeme si, Ze v pripade autoasociacnej Glohy sa da robit’ vypocet vahove;j
matice iterane a prichod nového trénovacicho prikladu predstavuje len pomerne
jednoduchy vypoctovy tkon prislusne modifikujiici maticu vah W.

Predstavme si, Ze stojime pred nasledujiicou ulohou. K danej baze uVu®, . u
vektorového priestoru L mame vytvorit’ ortogonalnu bazu vy, v® definujucu ten isty
priestor L. Algoritmus nazvany Gramov a Schmidtov (G-S) ortogonaliza¢ny proces
realizuje presne taktto ulohu a jeho popis je nasledovny [2]:

(D=, (D

(k)

1. Polozme v
2. V priestore ur¢enom bédzou v
dosiahnut’ napriklad takto

D 4@ ngjdime vektor v, tak aby v1v®. To sa da

7,2
viiu
vB =y®-— =y, (4.18)
vl
Citatel' sa mdze Fahko presvedgit, ze vektor v je linedrnou kombinaciou vektorov v",u®
a skalarny sugin vektorov v",»® je rovny nule. .
3. Bod 2. sa da rekurentne rozsirit’ nasledovne: Nech k1 vektorov v(l),v(z),...,v(“) novej

ortogonalnej bazy uz bolo urcenych. Potom k-ty vektor w9, od ktorého pozadujeme aby

lezal v priestore ur€enom bazou v (“) u® a bol ortogonalny na vSetky vektory
v(l),v(z),...,v(“), je urceny takto:

V I I

Opét sa da l'ahko overit, Ze v(o vyhovuje nasim poziadavkam.

(4.19)

‘M’:

Predpokladajme, Ze trénovacia mnozina ma N vzoriek X(1),X(2),...,X(N) a x je vektor
neleziaci v ich linedrnom obale. Nech X", X®,.... %™ st vektory uréené zo vstupov

x0 x@ . xN pomocou G-S ortogonalizacného procesu. Zrejme vektor
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N ()T

)~(=x—2x X %0

> W (4.20)

je kolmy na linearny obal vstupov x0 x® . xN) Navyse ukazeme, 7e vektory X a
X— X st na seba kolmé, €o znamena, ze X—X=Xp = XX'X a X=Xp = (I—XX+)X,
kde X je matica, ktorej stipce tvoria vektory x0, x@ . xN) Vypocitajme skalarny sicin

XT(x—- X) . Kedze sucin matic je asociativny, dostaneme

(g(r)Tx),’;m _ ;(/)(guﬂx) = (j("(/))’(’(f)T)x’ @21
a preto
.
N (i x@T N 25T
Tx—%)=|[1- S XX xx 422
S BT

N ()3T

Ked oznaGime maticu ZX —— symbolom A, potom z (4.22) XT(I—AT)AX=

= %]

= XT(A—ATA)X=O, lebo ATA=A. To sa da lahko dokézat. Stadi si uvedomit’, Ze
DO %D xO

matica 4 je symetricka (a teda ATA= AA)a “)N(( i)“z “;(/’) “2

=0, pre i+ j, zatial’ ¢o

a2 X0 xO
“X(I)H =W, pre i=j. Ukazali sme, Ze priemet vektora
X

ROFOT ZOFOT  F 00"

o o ol

x = xN* 4o linearneho obalu vektorov x(V, x@), ..., x*M) mozno uréit ako

N =)y (N+1) N ~() ()
fe) XX sy N XX e g ) :
R T

N () (0"

kde Ay =)

2
= ¢

linearnom obale vektorov x{) , X(z),..., X(N), XN+ , jeho priemet do tohoto linedrneho obalu
N+t () 2 ()T
XX

. Ak by sme teraz uvazovali d’al$i vstupny vzor xN*2) | neleziaci v

dostaneme pomocou XM2 = A, XN kde Ay, = a XNV dostaneme z

e

predoslého kroku ortogonalizatného procesu X(N*D = x(N+D _ A\ x(N+1),
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Ukazali sme si, ze maticu vah prepojeni W=XX" linearneho autoasocidtora mozeme ratat’
iteracne, vzdy pri prichode novej prototypovej vstupnej vzorky, na zaklade rekurentnej
schémy:

1. Inicializuj W, ako nulovi maticu, W, = 0.
2. Pre N>0,

S(N+1) Z(N+1)T

XX
Wy, =Wy + “~(N+1) 5 (4.24)
X

kde XM = xN*) XN Model, ktorym sme sa doteraz zaoberali, dostal nazov GI
(angl. General Inverse) [2, 3] podl'a pseudoinverznej matice X' pouzitej pri vypocte matice
synaptickych vah. V dalSom si ukdzeme iny model linearnych sieti, ktory sa 1iSi od
predoslého maticou W synaptickych vah.

4.1 Realizacia paméti pomocou korela¢nej matice

V roku 1949 sformuloval kanadsky psycholég Hebb hypotézu o plasticite zmeny
synaptickych vah [4]. Priepustnost’ synaptického spojenia vstupného kanala s neurénovou
bunkou je priamo umerna pred- a postsynaptickej aktivite neurdnu. Inymi slovami, ak je
velka korelacia medzi aktivitou na kandli z j-teho neur6onu do neurdénu i a vystupnou
aktivitou neurénu i, potom narast synaptickej vahy kanala je priamo imerny tejto korelacii.
Formalne, ak je trénovacia mnozina

T= {(X(n,y(n),(x(z)’y(2>)“__,(X<N)’y<N) )} ’ (4.25)

potom véha W, bude priamo Umerna koreldcii

N
wy=Y Xy | (426)
k=1
¢omu v maticovom zapise zodpoveda
N T
W= y®xh = yxT. (4.27)
k=1

V nagich d’algich avahach budeme uvazovat’ W=¥X'. Okamzite vidime, Ze ak su vstupné
trénovacie vektory x(l),xa),...,x(N) ortonormalne, dostavame X' =
=X"=X" a n4§ “biologicky motivovany” model je totozny s modelom GI, ktorym sme sa
zaoberali v predoslom odseku. Poziadavka ortonormality vstupov vSak v praxi tazko
obstoji. Preto je namieste otdzka, aka je funkcia siete, ak vstupné vektory su len linedrne

nezavislé. Opat’ sa pokusime ilustrovat’ funkciu siete na autoasociacnej ulohe.
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Mame si zapamitat’ N linearne nezavislych vstupov x@,x® ..., x™ ulozenych ako

N
stipce  matice = X.  Zrejme W= Z x0 xR = xxT Po  prilozeni
k=1

p-teho vektora X( p), pe{12,..., N} na vstup takejto siete dostavame ako odozvu vektor

N
XX x(P) = [2 X0 x(“)TJ x(P)
N N (4.28)
= N 50 x0T 3P) _ 5(P) (P yP) z XK (K7 3(P)
k=1 k=1,k=p
ateda
2
XXTx'P) = x“’)”x“’)” +C(p), (4.29)
N T
kde C(p)= Zx(k)x(k) xP je tzv. “presluch” (angl. crosstalk) od inych
k=1,kzp

vstupnych vzoriek. Ak je presluch nenulovy, vstupy x@,x®,...,x"" nie s ortogonalne.
Vo vSeobecnosti teda na vystupe siete dostdvame sucet vektora kolinearneho s danym
uloZenym vstupom a “’presluchového” vektora.

V pripade modelu GI sme si vysvetlili ¢innost’ autoasociatora apardtom linearnej algebry.
Videli sme, Ze takato siet’ zovSeobecni vstupy trénovacej mnoziny tak, ze vytvori ich
linearny obal. Odozva siete na novy, dosial’ nepredlozeny vstup (ktory moze predstavovat’
poskodentl, alebo zaSumenu verziu niektorého z trénovacich vzorovych vstupov) je
ortogonalny priemet vstupu do linearneho obalu trénovacich vstupov. Cinnost
autoasocidtora zalozeného na modeli uvedenom v tejto sekcii si vysvetlime Statistickymi
uvahami.

Predstavme si, Ze trénovacie vstupy X" ,x?® ,...,x" su realizicie vektorovej ndhodne;j

premennej X= (X1,X2,...,X,,)T, ktorej kazda zlozka ma stredni hodnotu nula
(E(X;))=0, i=12,...,n).

Prvok w; véhovej matice W= XX" je rovny w; =2X§k)xﬁk) , ¢o je priamo Gmerné
k=1

neodchylenému odhadu <COV( X X; )> kovariancie
cov(Xj, X;) = E[(X; — E(X)))(X; — E(X;))]= E[X;X|] i-tej a j-tej zlozky néhodného
vektora X. Véha w; nesie informiciu o sile vzéjomnej (linearnej) previazanosti néhodnych

premennych X, X;. Prilozme na vstup siete vektor X = (X Xgseees Xp) . i-ta zloZka

vystupu je dand suctom prispevkov od vSetkych suradnic ovédhovanym prislusnymi
n

korelaciami a je priamo umerna 2 <COV(X,~,X 1)> X;. Ak by bola i-ta zlozka vstupu x
j=1
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vplyvom Sumu silne zredukovana a na zaklade trénovacich vstupov je mozné sa domnievat,
ze napriklad existuje silna korelacia medzi i-tou a r-tou, ako aj medzi i-tou a p-tou zlozkou
vstupov (vahy w;. a w;, su dominantné), potom ak zloZky x,, x, vstupu x su silne
aktivované, spdsobia aj silni aktivaciu i-tej zlozky vystupu. Autokorekcia i-tej zlozky
vstupu sa udiala na zaklade pozorovania, ze sucasne s r-tou a p-tou zlozkou je obycajne
aktivovana aj zlozka i a zlozky » a p mali vysoku aktivitu. Podobna uvaha plati pre
Statisticky slabo prepojené zlozky vstupov. Tu zasa mozno stiahnut’ vysoku aktivitu nejake;j
zlozky vstupného vektora, ak na trénovacich vstupoch nebola pozorovana vyrazna
previazanost’ tejto zlozky na momentéalne aktivne komponenty vstupov.

Model autoasociatora, ktory sme popisali, sa nazyva pamit korelacnej matice (angl.
Correlation Matrix Memory, CMM) [2, 3]. Treba poznamenat’, Ze tento model sa opiera o
Statistiky budované nad dvojicami zloziek vstupnych vektorov. To moZze byt’ pre zachytenie
podstatnych korelacii malo, pretoze vyraznym spésobom mozu byt prepojené napr. trojice,
alebo Stvorice vstupnych zloziek a na zachytenie tejto skutocnosti by sme potrebovali
odhadovat statistiky vyssich radov.

Predpoklad, Zze stredné hodnoty zloziek nahodného vektora X (ktorého realizacie st
prototypové vstupy) st nulové nie je az taky nerealisticky, ako by sa mohlo zdat’ na prvy
pohlad. Vzdy je totiz mozné urobit’ odhad strednej hodnoty vstupov

N
-1
- (k)
X= kz P (4.30)
=1
a posunut’ do nej pociatok stiradnicovej sustavy
X=X-X. 4.31)

Maticu X potom skonsStruujeme z transformovanych prototypovych vstupov
xi=12,...,N. Odozvu siete na transformovany vstup opif transformujeme do
povodnej stiradnicovej ststavy spétnou transformaciou X = X+ X .

Transformacia (4.31) pomdha zmenSit presluch medzi prototypovymi vstupmi (ako

naznacuje obr. 4.4), pretoze ak st vstupné vektory “primknuté k sebe”, ich transformované
verzie budli navzajom zvierat’ vacsie uhly.
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Obrazok 4.4. Prototypové vstupy x(1),x(2),x(3)
A 42 4@

suradnicovej sustave s pociatkom v taZisku X vektorov
) @ @)

a ich

transformované obrazy vyjadre-né v

4.2 Priklady linearnej autoasociicie

Na obr. 4.5a vidime 3 prototypové vzory prilozené na vstup linearnej autoasociacnej siete
so 64 neurénmi. Siet’ bola testovana na 3 porusenych vstupoch zobrazenych na obrazku
4.5b. Ide o dve “porusené” pismena X a jedno narusené pismeno A. Odozvy siete
trénovanej stratégiou CMM su prezentované na obrazku 4.5c. Obrazok 4.5d zobrazuje
odozvu siete trénovanej stratégiou GI. Ked’Ze prototypové vzory nie su ortogonalne, odozvy

siete GI su kvalitnejsie nez odozvy siete CMM.

Input

Obrazok 4.5a. Prototypové vstupy pouzité na trénovanie linedrneho autoasociatora.
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Obriazok 4.5b. Testovacie vstupy pre linearny asociator trénovany na vstupoch
zobrazenych na obrazku 4.5a.

Obrazok 4.5¢. Odozvy siete typu CMM na testovacie vstupy (obrazok 4.5b).

Obrizok 4.5d. Odozvy siete typu GI na testovacie vstupy (obrazok 4.5b).
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